Bemerkungen iiber Iterierten von Polynomen

Von JANOS FEHER (Pécs)

1. Es sei f(x) eine beliebige komplex-wertige Funktion einer komplexen
Variablen, und

L@ =), £i(®) =f(/i-1(®), fir k=23, ...

Die komplexe Zahl « wird Fixpunkt von f(x) genannt, falls f(x)=a, (1 ganze
positiv) gilt. Die Ordnung des Fixpunktes a ist g, falls pu die kleinste Zahl mit
dieser Eigenschaft ist. Wenn =« ein Fixpunkt von der Ordnung pu=1 ist, dann sind
die komplexen Zahlen o, =f(a), ay=/fy(2), ..., x,=f,(2) paarweise verschiedene
Fixpunkte von der Ordnung pu, {o, oy, ..., ,_,} ist ein Zyklus von der Ordnung u.
Verschiedene Zyklen haben keine gemeinsamen Punkte. Die Fixpunkte, die zu
demselben Zyklus gehoren, werden zusammengehorige Fixpunkte genannt [1]%).

Samtliche in dieser Arbeit auftretenden Einheitswurzeln sind #1, was wir
in der Folge nicht besonders erwihnen werden.

Die Verallgemeinerung einer Fragestellung von J. Binz [2] hat zum folgenden
Problem gefiihrt:

Es sei s=1 eine gegebene ganze Zahl. Man bestimme alle Zyklen von der Ordnung
u des Polynoms f(x)=x*(u=1,2,..).

Das folgende Problem stammt von ZOLTAN DAROGCZY und IMRE KATAI:

Es sei g(x) ein beliebiges Polynom (vom Grad mindestens zwei) mit komplexen
Koeffizienten. Unter welchen Bedingungen beziiglich g oder p hat g ein Zyklus
von der Ordnung p?

2. Von nun an bezeichnet g ein Polynom mit komplexen Koeffizienten. Der
Index von g (und nur dieser) bezeichnet immer die entsprechende Iterierte von g(x).

Lemma 1. Ist die komplexe Zahl o eine Liosung der Gleichung
(1) ga(x)—x =0,
dann ist o ein Fixpunkt von g, dessen Ordnung ein Teiler von n ist.

BEwEeis. Wenn « die Gleichung (1) erfiillt, dann ist « ein Fixpunkt gemil
der Definition. Es sei u die Ordnung von «. Dann gilt offenbar p=n, und deshalb

') In der lterationstheorie ([1]) werden die Zusammengehorigen Fixpunkte konjugierte Fix-
punkte genannt. Hier aber sind die Fixpunkte komplexe Zahlen, und die Bezeichnung ,,konjugiert™
konnte zu einem MiBverstindnis fithren.
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n=k p+t (k und t sind ganze Zahlen) wo k=1 und O=r=pu gelten. Nehmen
wir im Gegenteil an, daB 7=>0 ist. Dann folgt x=g,(g,(2))=g,(), und diese
Gleichung widerspricht der Minimalitiat von p.

Wenn die komplexe Zahl o die Gleichung (1) erfullt, dann bezeichne m,(x)
die Multiplizitit der Nullstelle des Polynoms g,(x)—x; es gilt m,(2)=0, falls
ga(a) —o=0.

Satz 1. Wenn o, und o, zusammengehorige Fixpunkte von g sind, dann gilt
m,(2) =m,(,) fiir alle n.

Wir lassen den folgenden Hilfssatz vorausgehen:

Lemma 2. Es sei HO(x)=H(x)=g,(x)—x und es bezeichne HY(x) die
Ableitung i-ter Ordnung von H(x) fiir i=0. Essei k=1. Fiir H"(x)=H"(g(x))=0
(i=0,1, ..., k—1), und H™(2)=0 gilt H"(g(x))=0.

BewEeis. Nehmen wir an, dass die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt sind,
und bezeichnen wir die Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten mit
C[x). Fiir f,geC[x] ist g(x)—x ein Teiler von f(g(x))—f(x), und hieraus ergibt

sich
2 H(g(x) = g.(g(x)—2g(x) = g(g.,(x))—g(x) = (g, () —x)R(x)
un

2 H(g(x)) = H(x)R(x) (ReC[x].
Die k-te Ableitung der linken Seite von (2) ist

©) H®(g(x))- (') + ::Z_,,l H®(g(x))- Ki(x),

wobei K;€C[x] (K,=0).
Die k-te Ableitung der rechten Seite ist

@ > (4) oo Ra-90,
i=o \!

Durch Vergleich von (3) und (4) folgt nach der Substitution x=«

H®(g(@))-(g'(@)* = 0.

Wir haben aber H'(x)=(g,-,)'(g(«))-g(x)—1=0, fiir n=1, und H'(2)=g'(a)—1=
=0 fiir n=1, und hieraus folgt g’(»)>0. Damit ist das Lemma bewiesen. [j

BEWEIS DES SATZES 1. Setzen wir voraus, daB m,(x)=m,(2) und m,(x)=1
ist. Da o; und o, zusammengehorigende Fixpunkte sind, folgt o,=g,(a,) fiir
ein r=yu. Nach Lemma 2. gilt:

m,(2) = m,(g(x)) =...= m,(g,(2)) = m, ().
Damit folgt die Behauptung m,(«,)=m,(2,) aus unserer Voraussetzung.

Satz 2. Es sei o ein Fixpunkt erster Ordnung von g. Die Beziehung m,(2)=
=my(t) ist dann und nur dann richtig, wenn g'(x) ein n-ter Einheitswurzel ist.
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Bewers. Es sei /1,(x)€C[x] definiert durch die Relation

(%) Zu+1(x)—8(x) = (g (x)—x)h,(x) (n=1,2,..).
Es ist leicht zu sehen, daB
(6) h,(x) = g'(x) (mod (g,(x)—x))

gilt. Aus (5) gewinnt man

20 ()= x = hy 1 (x)(gy-1(x) —x)+ (g (x) —x),
und daraus folgt
@) g () —x=(g(x)—x)(A1+h,_y+...4+hy - hy... h,_,).

Man beachte, daBB g(x)—x|g,(x)—x und O=my(x)=m,(x) fiir alle n gelten,

und daB aus (6)
h@=g@ h=12..)

folgt. Wegen der Gleichung (7) gilt die Relation 0-=m(x)<m3,(2) dann und nur
dann, wenn
S 1+h,_y(@)+...+h () hy(@)...h,_, (a) = 0,

s 1+g@)+...+(g @) 1=0

ist. Damit ist der Satz bewiesen. |

Folgerungen

Fiir d|n gilt g ,(x)—x|g,(x)—x, und somit m,(x)=m,().

Folgerung 1. Es sei o ein Fixpunkt d-ter Ordnung von g, und d|n. Die Rela-
tion mg(a)=m,(«) gilt genau dann, wenn (g,)'(«) ein njd-ter, Einheitswurzel ist.

Dies folgt unmittelbar aus dem Satz 2., mit g, statt g.

Folgerung 2. Wenn fiir alle Teiler d=n von n (=1) und fiir alle Fixpunkte
d-ter Ordnung o von g, (g,)(«) ein n/d-ter Einheitswurzel ist, dann hat g mindestens
einen Zyklus n-ter Ordnung.

Bewgis. Es sei i (x)=my,(x), falls « ein Fixpunkt d-ter Ordnung ist, und
my(x)=0 andernfalls. Ferner sei

G, = J m, ().

(Summation fiir alle Fixpunkte d-ter Ordnung.) Ferner sei s(=1) der Grad von g.
Dann folgt aus Lemma | und aus Satz 2;

Sd — an (vd[n)s

ald
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und aus der Moebiusschen Inversionformel ergibt sich die Gleichung

® G‘..=Zu(%]-5"—

dln
(Hier bezeichnet u die Moebiusfunktion)) Aus (8) erhélt man

n—1
G,=5"— 3 54>0,
d—1

womit die Behauptung bewiesen ist. |j

3. Bemerkungen

1. Aus Satz 1 folgt, daB fiir beliebiges g und n die Summe G, der Multiplizi-
tiaten der Fixpunkte n-ter Ordnung durch » teilbar ist.

2. Es sei g(x)=x* (s=1). Dann ist jede Nullstelle des Polynoms g,(x)—x
einfach. In diesem Fall bezeichne G(n) bzw. M(n) die Zahl der Fixpunkte n-ter
Ordnung, bzw. der Zykeln n-ter Ordnung. Dann gilt offenbar M (n)=G(n)/n und

©) G(n)=d%'p[%]5" RN O W,

Aus (9) gewinnt man leicht die Gaussche Verallgemeinerung des Fermatschen
Satzes?).

3. Es seien «,, und o, verschiedene komplexe Zahlen und

g(x) = x+ 29:1 (x—o) (x—atp).

0y —
Dann hat g keinen Fixpunkt zweiter Ordnung. Es gilt ndmlich g’(e;) = —1 und
aus Satz 2 folgt my(a,)=1, sowie my(a,)=1. Gibe es einen Fixpunkt zweiter
Ordnung, dann gibe es deren zwei, aber wegen deg g,=4 ist das unmdoglich. (Aus
2'(a)=3 folgt gy(x)=x+ A(x—0,)}x—0a,).)

4. Wenn jede Nullstelle des Polynomes g(x)—x mindestens die Multiplizitit
zwei hat und p eine Primzahl ist, dann hat g ein Zyklus p-ter Ordnung. (Die
Bedingungen der Folgerung 2 sind erfiillt.)

5. Es sei p eine Primzahl, s=1 und 0. Ferner sei
g(x) = x+x'(x—a).

Aus Satz 2 folgt m,(0)=s und my(a)=1. Auf Grund von Satz I ist die Summe
G, der Multiplizititen der Fixpun{tc p-ter Ordnung durch p teilbar.

Y Iy (%] s*=0 (modn) ([3], Seite 226.)
din
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Weil p eine Primzahl bezeichnet, ist die Ordnung jeder Nullstelle von g,(x)—x
eins oder p, und daraus ergibt sich die Gleichung

G, = (s+1)?—s—m,().

Aus dem Satz von Fermat erhalten wir m,(x)=kp+1. Wenn («*+1)P=1 ist,
dann folgt aus Satz 2. k=I1.

Hiermit mochte der Autor den Professoren BELA BARNA, ZOLTAN DAROCZY
und IMRe KATA1 fiir ihre Hilfe bei der Abfassung dieser Arbeit den besten Dank
sagen.
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