Amalgame nilpotenter Gruppen der Klasse zwei

Von BERTHOLD J. MAIER (Freiburg)

Wir geben notwendige und hinreichende Kriterien fiir die Existenz von Amalga-
men mit vereinigten Untergruppen in der Klasse der nilpotenten Gruppen der
Klasse =2. Die Kriterien lassen sich auf das entsprechende Problem fiir nil-
potente Lie-Algebren der Klasse =2 iibertragen.

Sind 4 und B Gruppen in einer Klasse K von Gruppen mit einer gemein-
samen Untergruppe D, dann heifit eine Gruppe C Amalgam (mit vereinigten
Untergruppen) von 4 mit B iiber D, falls C=(4, B)¢K und D=A4AMB in C.
Wir verlangen also nur, daB sich 4 und B in C in einer gemeinsamen Ober-
gruppe von D schneiden und nicht genau in D. In der Klasse aller Gruppen
existiert das Amalgam mit vereinigter Untergruppe nach einem bekannten Satz
von SCHREIER immer. Das Problem stellt sich daher noch fiir speziellere Klassen
von Gruppen (vgl. [5], A. 8 und z.B. [3], [7T]—[12)).

Eine Gruppe G heiBt nilpotent der Klasse =2, falls G,=Z(G), wobei Z(G)
das Zentrum von G bezeichnet und G, die Kommutatorgruppe von G, d.h.
die von allen Kommutatoren [a, b]=a b~ 'ab, a, b€G erzeugte Untergruppe
von G. Wir bezeichnen die Klasse aller solcher Gruppen durch N,.

WieGoLp [10] gab Bedingungen fiir die Existenz von Amalgamen in N, mit
D=ANB, die allerdings schwer zu handhaben sind. Wir geben Bedingungen fiir
Amalgame mit D=A B, die sich im Fall torsionsfreier Gruppen aus N, auf
A,(\D=Z(B) und B,(\D=Z(A) reduzieren. Als Folgerung erhalten wir auch
eine Bedingung von ALLENBY [1] fiir den Fall, daB B endlich zyklisch ist.

Die Ergebnisse lassen sich wegen der Korrespondenz von nilpotenten Gruppen
und Lie-Algebren leicht auf die letzteren iibertragen.

Die Konstruktion des Amalgams gliedert sich in die Schritte:

1. Amalgam von A, mit B iiber A,(1D und von A mit B, iiber B,(\D.
2. ,,Adjunktion* der Kommutatorfaktorgruppe A/A4.B, an B.

Wir skizzieren dies fiir den torsionsfreien Fall, in dem die spiateren Hauptprobleme
wegen der Eindeutigkeit der Wurzeln nicht auftreten. Nach MALzEw haben A und
B eindeutig bestimmte dividierbare Hiillen und ebenso die gemeinsame Unter-
gruppe D. Wir konnen also 4, B und D als dividierbar voraussetzen, da wegen
der Eindeutigkeit dividierbarer Hiillen auch die Untergruppe D richtig amalgamiert
wird. Gleichzeitig iibertragen sich die angegebenen Bedingungen A,(\D=Z(B)
und B,(1D=Z(A), da die Zentren dividierbarer nilpotenter Gruppen dividierbar
sind und ebenso die Kommutatorgruppen. An dieser Stelle miissen wir die Forderung
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D=AMB, die im freien Produkt mit amalgamierten Untergruppen in der Klasse
aller Gruppen gilt, fiir das Amalgam in N, auf D=AB abschwichen, da die
dividierbare Hiille von D, iiber der dann amalgamiert wird, sowohl nach A4 als
auch nach B hineinreichen kann. Schritt 1 1dBt sich nun durch ein direktes Produkt
von A, mit B iiber der zentralen Untergruppe A,(|B=A,\D erreichen. Wir
A, B
schreiben fiir dieses Amalgam ™\ /. Es kann z.B. in der Form A4,X
2

X B/{(a,a"")|ac A, B} dargestellt werden, wobei A4, mit der Untergruppe
{(a, 1)|lac Ay} und B entsprechend mit {(I,)|b€ B} identifiziert werden. Dal
A, Bin A, und B zentral ist, wird zum Nachweis benétigt, daB {(a, a=')|a€ 4, B}
eine zu A, 1B isomorphe Untergruppe und ein Normalteiler von AXB ist (vgl.
[4], 1. 9.10). Fiir Schritt 2 konnen wir jetzt A,=Z(B) und B,=Z(A) annehmen
(vgl. Korollar 2). Die ,,Adjunktion** von A/A4,B, kann nun sukzessive durch
zerfallende Erweiterungen von B mit Q7% durchgefiihrt werden, da DA,B,/A, B,
direkter Faktor sowohl von A/A, B, als auch von B/A, B, ist und diese drei Gruppen
alle dividierbar torsionsfrei abelsch sind. Ist z.B. A=(D,a"|reQ™*) mit 4,00
N{a|reQ*)=1, dann ist 4 schon durch die Operation von a auf A,D fest-
gelegt und diese wiederum durch die induzierte auf DA, B,/A,B,, da A,B,=Z(A).
Da DA,B,/A,B, direkter Faktor von B/A,B, ist, laBt sich die Operation von
a auf D sofort auf B fortsetzen und auch zu einer von ganz (a"|reQ*) auf B.
In der zerfallenden Erweiterung von B mit {(a"[réQ™) ist die Untergruppe
(D,d"|reQ*) dann isomorph zu A, und amalgamiert ist die Untergruppe D.

Wir beginnen mit einigen Hilfssatzen. Der erste klédrt die Struktur des Produkts
einer Untergruppe mit einer von ihr zentralisierten auf. Wir bezeichnen weiterhin

U W
mit \_ das direkte Produkt von U mit W iiber einer gemeinsamen zentralen

K
Untergruppe V, mit Cy (V) den Zentralisator von V in W und mit (X, Y) die
von X und Y erzeugte Untergruppe, wobei wir im Zweifelsfall angeben, in welcher
Obergruppe das Erzeugnis gebildet wird.
U b §
Lemma 1. Seien U=G und X =C;(U). Danngilt UX =(U, X)= ™\ 3
unx

und der Isomorphismus bildet die Untergruppen U und X jeweils auf sich ab.

Beweis. Da X =C4(U), induzieren die Inklusionen ix: X—~G und iy: U~G
einen Homomorphismus i: UXX-G. Der Kern N von i besteht aus allen (u, x)
mit iy(w)ixy(x)=1, also x=w"'€UNX und es gilt N={(u u ") |ucUNX}

U P, §
Daher induziert i einen Isomorphismus j von \_ / =UXX/N auf (U, X)=G.

Da jiU=iy und jtX=iy, bildet j die Untergruppen U und X jeweils auf sich ab. |

Korollar 1. Seien X =Z(A), Z(B) und U=A. Dann ist die Untergruppe
A B U B

(U,B) in G= \/ isomorphzu \ /.
X unx
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BEwels. Da B=Cg(A)=Ce(U) und UNB=UNX, folgt die Behauptung
sofort aus Lemma 1. |J]

Nennen wir eine Untergruppe U von G co-zentral, falls G=(U, X) mit
einer zentralen Untergruppe X =Z(G) gilt, dann beschreibt das folgende Lemma
ein direktes Produkt mit vereinigten co-zentralen Untergruppen.

Lemma 2. Sei U co-zentral in G und H, d.h. G=(U, X) mit X=2Z(G) und
H=(U,Y) mit Y=Z(H). Dann ist P=UXXXY[{(xy, x71, y ) |xeUNX,
G  § H X

YEUNY} isomorph zu Gy= \_ / wundzu Hx= \_ / , wobei die Iso-
uny Unx
morphismen die Untergruppen G, Y bzw. H, X jeweils auf sich abbilden.

BEwEls. Nach Lemma 1 gilt G=UXX/{(x, x"")|xeUNX} und

G Y
Gy= "\ _/ =GXY[{y,y HlyeUNY}
uny
zusammen also

Gy = UXXXY/{(x,x L 1),(y, L, y HIxeUNX,yeUNY}=P. |}

Korollar 2. Seien D=A, BEN, und A,(\D=Z(B), By,(\D=Z(A). Dann
A B, 4 B
sind die Untergruppen (D, Ay, B,) in A'=\_ / undin B'= "
DN B, DN A4,
isomorph und es gilt A’y B'€N,.

D A D B,
BEwEs. Esist (D, 4Ag)>~ \. / inAdund (D,By)= N\, / in B
DN A, N B,
(D, Ay) B, (D, By) A,
Weiter ist (D, Ay, By)=  \_ / in A und (D, A, By)= - m
DN B, DN A4,
B’. Setzen wir U=D, X =A, und Y =B,, dann gibt Lemma 2 die erste Behaup-
tung. 4" und B’ liegen in N,, da N, gegen direkte Produkte und Homo-
morphismen abgeschlossen ist. |}

Dieses Korollar besagt also, daBl wir nach Durchfiithrung von Schritt 1 wieder
zwei Gruppen aus N, mit einer isomorphen Untergruppe, D'=(D, A,, B,), vor
uns haben. D’ ist nicht nur Normalteiler von A4’ und B’, sondern umfalit sogar
die jeweiligen Kommutatorgruppen.

In Schritt 2 adjungieren wir im allgemeinen Fall Elemente, die Kommutator-
relationen mit Elementen aus D erfiillen, durch die die Operation von 4 auf D
definiert ist. Hierbei tritt der Fall auf, daB das adjungierte Element Wurzel eines
Elements aus D ist. Statt mit zerfallenden Erweiterungen arbeiten wir daher mit
nilpotenten Produkten. Diese wurden von Golovin eingefiihrt (vgl. [10]). Wir
geben nur die Definition des hier bendtigten Spezialfalls. Sind A, BEN,, F das
freie Produkt von 4 mit B und F;=[[F, F], F] der dritte Term der absteigenden
Zentralrethe von F, dann nennen wir A(2)B= F/F, das zweite nilpotente Produkt
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von A mit B. Esgilt AN F;=1=BNF,; in F, sodaB wir 4 und B als Unter-
gruppen von A(2)B auffassen konnen. Also ist A(2)BEN, und ein Amalgam
von A mit B iiber 1. Aus der universellen Eigenschaft von F folgt die folgende
von A(2)B, auf die wir oft zuriickgreifen:

Je zwei Homomorphismen ¥ ,: A—-G und {z: B~G mit GEN, induzieren
eine gemeinsame Fortsetzung ¥: A(2)B—G, so dal Yt4A=y, und YIB=ip.

Das folgende Lemma besagt, daB in G(2)(¢c) mit GEN, und {(¢) unendlich
zyklisch nur Elemente aus der Kommutatorgruppe G, von G mit ¢ kommutieren.
Wir formulieren dies etwas allgemeiner als spater bendétigt. Ist 7 eine Menge von
Primzahlen, dann nennen wir eine natiirliche Zahl n eine mn-Zahl, falls alle ihre
Primteiler in 7 liegen. Das Komplement von n in der Menge aller Primzahlen
wird auch mit n” bezeichnet. In einer nilpotenten Gruppe G=U bildet die Menge
I (U)={xeG|a"¢U fiir eine n-Zahl n} eine Untergruppe, den =n-Isolator von
U in G (vgl [2] Lemma 2.8). Instesondere ist 7/.(1), die Menge der Torsions-
elemente, deren Ordnung eine n-Zahl ist, eine Untergruppe und sogar einen Normal-
teiler von G. Es bezeichne N, .CN, die Unterklasse der Gruppen aus N,, deren
Torsionsgruppe eine n-Gruppe ist. Ist G eine nilpotente Gruppe ohne n’-Torsions-
elemente, z.B. GeN, ,, dann gilt fiir jede Teilmenge S, daB 7..(Cg(S))=Cgs(S)
d.h. Zentralisatoren sind =n’-isoliert (vgl. [2] Theorem 0.4, Lemma 2.1).

Lemma 3. Sei GEN, .. Fir g€G sind dquivalent:
1. g€l (Gy).

2. [e,gl=1 in G(2){(c)/T,., wenn (c) unendlich zyklisch und T, die n’-Unter-
gruppe von G(2){c) ist.

3. g€Z(H) fiir alle HEN, , mit G=H.

BEwEls. 1-2: In H=G(2){c)/T, €N, , sind Zentralisatoren =n’-isoliert.
Gilt g9 G, fiir eine n'-Zahl ¢, so g€ H,=Cy(c), also auch geCy(c), und das
heiBt [c, g]=1.

2-+3: Sei G=HEN, ., und h€H vorgegeben. Dann induzieren id; und
c—h einen Homomorphismus von G(2){c) nach H. Da H triviale n’-Unter-
gruppe hat, liegt 7,. im Kern und wir erhalten einen Homomorphismus von
G(2){c)/T,. nach H, der g festhilt und ¢ auf h abbildet. Aus [c, g]=1 folgt
daher [h, g]=1. Da heH beliebig war, gilt geZ(H).

3—1: Wir verfahren indirekt und konstruieren zu g4 /7,.(G,) eine Gruppe
H=G in N, ,, sodaB g¢ Z(H). Ist ~: G~G/I.(G,) die kanonische Projektion,
dann gilt GXGEN, , und y: (f, h)—(f, fh) definiert einen Automorphismus von
GxG. Falls G beschrinkten Exponenten e hat, so ist ¢ eine n-Zahl und o(y)=e,
andernfalls ist o(y)=<-. Die zerfallende Erweiterung H von GXG mit {J)
liegt daher in N, .. In H gilt

(g, D, ¥]l=(@ D)=L 1)Ed=(1,8=11),
da g=1 fir g4/1.(G,). Alsoist g,,=" (g, ND¢Z(H). |1

Die n’-Untergruppe T, in H=G(2){c) zu GEN,, und {c) unendlich
zyklisch ist nicht trivial, falls G,#1,.(G,), liegt aber in der Kommutatorgruppe
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von H. Letzteres gilt, da T, im Kern [G, ¢] des von den Identititen induzierten
Homomorphismus H—~G X {c) liegt. Ist g¢ G,, aber g?cG, fiir eine n’-Zahl
g, dann gilt [c, gl9=[c, g%]=1 in H und aus der Konstruktion in 31 mit G/G,
statt G/I,.(G,) ergibt sich [c¢, g]#1, so daB [c, g]eT, #1.

Das nichste Lemma gibt Bedingungen an, unter denen bei der ,,Adjunktion*
von A/A,B, in Schritt 2 des allgemeinen Falles eine zu A isomorphe Untergruppe
entsteht.

Da wir uns nicht auf N, einschrinken, wo alle Kommutatoren zentral sind,
schreiben wir [x, y, z] fir [[x, ], z). Dann gelten die Beziechungen:

X’ =y ixy = x[x, yl
[x, yz] = [x, z][x, yF = [x, z][x, y][x, », 2]
[xy, z] = [x, 2P, 2] = [x, 2][x, z, y1Dp, 2]

Lemma 4. Seien A;=U=A, A/U={(qU)X...X{a,U) fiir a,,...,a,€A und
m=o(aq;U) mit my=eco fiir 1=i=t, my=c fiir t<i=n. Es seien ¢: U—~B und
©;: {a;)—~B Homomorphismen sowie b;=a;p; i=1...n. Unter folgenden Be-
dingungen induzieren ¢ und die ¢; einen Homomorphismus ®: A—~B mit ®IU=¢
und @ {a)y=e¢;, i=1...n:

La) [g. a)o=[gp,b); b) [g ai'lo=[ge, bi'), gcU, 1=i=n.
2.a) [a;, a;Jo=[b;, b;]; b) [a, aj]le=[b;, b;'], 1=i,j=n.
3. (@e=bl, 1=i=t

Sind in A und B alle von zwei Elementen erzeugte Untergruppen nilpotent,
so folgen 1.b) und 2.b) schon aus 1.a) bzw. 2.a). @ ist injektiv, falls ¢ und der
von den ¢@; von A/U nach A®/U® induzierte Homomorphismus injektiv sind.

BEwEls. Jedes x€A 1dBt sich in der Form r_]}'a*' -g mit ki€Z, geU
schreiben. Gilt 0=k;<n; fiir 1=i=t, so ist diese Darstellung eindeutig. Daher
ist & auf A durch x¢= Hb*t ge wohldefiniert. Offensichtlich ist ®tU=¢

i=1

und wegen 3 auch ®{a;)=¢;, 1=i=n.

Wir zeigen jetzt, daB [g, al'lo=[ge, b"] fir gcU, 1=i=n und alle mcZ
gilt. Nach 1 ist das richtig fiir m= +1. Gilt diese Behauptung bereits fiir m=1,
so ergibt sich fiir m+1 mit l.a) aus [g, a*']=[g, allg, a"l[g, al", a;] sowie

[g, a, a])o = [[g, aM ¢, b;] = [ge, b, b), daB
[g, a"* ¢ = ([g, allg, alllg, a", a) ¢ = [go, billge, bY[ge, b, b]] = [ge, b"*'].

Analog folgt die Behauptung fiir —m—1 aus der fiir —m mit Hilfe von 1.b).
Es folgt aber 1.b) schon aus l.a), falls {g,a)=A4 und (gg,b;)=B nilpotent der
Klasse ¢ sind: es ist namlich [g, a7 ']=[a, g]° '=[a, g][a, g, a~']; schreiben
wir [ux, y] fir den p-fach iterierten rechts(!) geklammerten Kommutator

c=1
[...[x, [x, ¥])...], dann folgt induktiv [g, a;7']= [[ [ua;, g], da [ca;, g]=1 in der
pu=1
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nllpctenten Gruppe (g, a;)) der Klasse ¢; mit l.a) folgt dann [g, a;'lp=

H (ua;, glo= H [ub;, gp)=[ge, bi'], also L.b).

Ebenso folgt 2h) aus 2.a), wenn (@, a;) und (b;, b;) nilpotent sind. Wie
oben folgt aus 1 und 2, daB [af, aT]o=[b, b7] fur 1=i,j=n und I, meZ. Wir
zexgen jetzt durch Induktion iiber j, daB @&t(a;, ..., a,, U) ein Homomorphismus
ist mit (x);: [g, a'lo=[g®, b]"] fir gela,, ..., ay, U) | =i=n,meZ. Fir j=n+1
gilt dies nach dem bereits gezeigten und, da @tU =¢ als Homomorphismus voraus-
gesetzt ist. Sei jetzt bereits bewiesen, daB @t (a;,,, ..., a,, U) ein Homomorphismus
mit (*);,, ist, und setzen wir zur Veremfachung a=a;, b=b; und A=
=(@j41, ..., @y, U). Elemente x, y€(a, A") haben dann die Form x= =a*g, y=a"h
mit k, mcZ bzw. 0=k, m=n;, falls j=¢, und g, h€¢A’. Dann gilt xy=d'ga"h=
-a“+‘"g[g, a"lh=d(a*g|g, "']h), wobei k+m=r+s und n;ls, 0=r<n;, falls
Jj=t, bzw. 5=0, falls t=j und n;=e. Mit dieser Wahl von r und s gilt
a‘glg, a"lh€e A” und weiter

(xy)® = b (a*g[g, a™h)® = b"b*g®[g, a™| PhP =
= bt gd[g®, b h® = b*gd . b"hd = xP yd.
Hier ging 3 beim zweiten Gleichheitszeichen ein mit (a*)®=(a")¢;=b* und (*);,
beim dritten mit [g, a™]®=[g®, b™]. Damit ist @t{a;, ..., a,, U) als Homo-
morphismus nachgewiesen und wir zeigen jetzt noch (*)J. Ist weiter x= a*g mit
g€A” und 0=k<n;, falls j=1, dann ist [d'g, af'lo=[(a"g)®, b"] fir 1=i=n
und méeZ zu zeigen. Hier gilt jetzt
[akga a?']%" = ([ak am][ak ay', g][g’ a?])q) =
= [b%, b][b", b, g@)[g®, b'] = [b* 2@, bY'] = [(a*g) @, b]"),

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen [d*, a"]o=[b*, b?"] nach dem voraus-

gehenden hatten sowie [@*, af', glo=[[d", al"] @, g®@]=[b", b}, g®] aus ( *);1 Mit
[@*, a€ A, =U=A". Damit ist die Induktion durchgefiihrt und @ ein Homo-

morphismus.
Die Behauptung zur Injektivitit folgt jetzt leicht, da der durch & von A/U
nach A®/U® induzierte Homomorphismus mit dem von den ¢;, i=1...n in-

duzierten iibereinstimmt. |}

Das folgende Lemma reduziert das Amalgamierungsproblem in allen Varietiten
K auf das von endlich erzeugten Untergruppen. Eine Varietit K besteht aus all
den Gruppen, in denen ein bestimmtes System von Identititen von allen Elementen
trivial erfillt wird. Z.B. wird durch die Gleichung [x, y,z]=1 die Klasse N,
definiert, durch [[u, v], [x, ¥]] die Klasse der metabelschen Gruppen und durch
x" die Klasse der Gruppen vom Exponenten n. Wir bemerken noch, dal} Varietiten
abgeschlossen sind gegen Untergruppen, homomorphe Bilder und direkte Produkte
und damit auch gegen die Vereinigung aufsteigender Ketten.

Lemma 5. Seien A und B Gruppen aus der Varietdt K mit gemeinsamer
Untergruppe D. Dann existiert ein Amalgam von A mit B iiber D in K, falls
fiir je endlich viele Elemente a, ...,a,6A und b,,...,b,eB ein Amalgam von
(ay, ..., an) mit {by, ..., b,) iiber {(a,, ..., a,YN(b,, ..., b,) in K existiert.
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Aus modelltheoretischer Sicht folgt dies mit der Diagrammethode direkt aus
dem Kompaktheitssatz fiir die Pradikatenlogik der ersten Stufe. Wir geben dennoch
einen algebraischen Bewelis.

BEwels. Wir setzen A'=(a,, ..., a,), B'=(b,,....b,) und D'=A"NDNB".
Nach WiEGoLD ([10] Theorem 4.6) folgt aus der Existenz eines Amalgams von A’
mit B’ iiber D’ in K die Existenz eines freien solchen Amalgams F in K. Fiir
alle Elemente @, .1, ... 8mim€A und b,.q, ..., b, ~€B existiert ebenso ein
freies Amalgam F” in K von (a,..,Gnipmy mit (by, ..., by, iber
(ayy .oy Qi) VDN (by, ..., by oy und dann ein Homomorphismus =n”: F—F”,
der A" und B’ jeweils identisch abbildet. Wir betrachten jetzt die Vereinigung
N aller Kerne solcher Homomorphismen von F in die freien Amalgame in K von
endlich erzeugten Obergruppen ‘von 4” und B’ in 4 bzw. B. Die Untergruppe
N ist ein Normalteiler von F und schneidet 4" und B’ jeweils trivial, da das
fiir alle erzeugenden Kerne gilt und je zwei von ihnen in einem dritten enthalten
sind. Daherist F/N ein Amalgamin K von A’ mit B’ iiber D’. Sei jetzt F'/N’
zu {a;, ..., dnimy=A" und {(b,, ..., b,.,)=B’ analog gebildet wie F/N. Wir
wollen zeigen, daB die Identititen auf 4" und B’ ecine Einbettung von F/N in
F’/N’ induzieren. Zunéchst wird durch die beiden Abbildungen ein Homomorphis-
mus von F nach F’ und damit auch einer von F nach F’/N’ induziert. Ist nun
n; der kanonische Homomorphismus von F’ in ein weiteres freies Amalgam
F* in K von (@), ..., Guinram) Mit By ooy byinrin) TbEr (@15 .00y Gppmrtao))
NDN{by, ..oy bpyn+a~y) und ©° der von F in F’ sowie n” der von F in F”,
so folgt aus n”=n'r,, daB Kern (n”)=n"""(Kern (r,)) und damit n’(Kern(n"))=
=N’. Wir zeigen jetzt noch, daB N bereits von den Kernen solcher n” wie eben
erzeugt wird. Ist ndmlich =% F—F" ein anderer Homomorphismus, so wihlen
wir ein geeignetes F” wie eben und erhalten einen Homomorphismus n,: F°—~F”,
fiir den wieder n”=nn, und damit Kern (n°)=Kern (z”) gilt. Damit haben wir
' (N)=N" gezeigt, so daB =" den gewiinschten Homomorphismus von F/N
nach F’/N’ induziert, der A" und B’ jeweils festhilt. Nach der obigen Gleichung
Kern (n”)=n""1(Kern (n,)) ist dieser Homomorphismus injektiv und daher eine
Einbettung. Wir haben damit ein gerichtetes System von Amalgamen in K fiir alle
endlich erzeugten Untergruppen von 4 und B. Das gesuchte Amalgam von A4 mit
B iiber D ist der direkte Limes dieses Systems in K. |

Wir kénnen jetzt den Hauptsatz beweisen.

Hauptsatz. Zu A, BN, mit gemeinsamer Untergruppe D=A, B existiert
ein Amalgam von A mit B iiber D in N, genau dann, wenn

(1 A,N\D =Z(B) und B,\D =Z(A)
und
) fir k>0, >0, x,A und xi€A, mit x¥xieD,

v€B und y'€B, mit yliyieD (1=i=k) sowie deD gilt

k k
III [x;, yi'yil=d & ‘H [x!'xi, yi] = d.
=1 =1
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BEMERKUNG. In (2) wird das Produkt auf der linken Seite in A berechnet
und auf der rechten in B. Dies ist moglich, da )%)/€D=A vorausgesetzt ist.
Betrachten wir zur Veranschaulichung von (2) den Fall k=1 mit xcA4, x'€A,,
YEB, y'€B, und x%x’, y*y’eD. Existiert ein Amalgam C in N,, so gilt x’, y'€C,
und [x, y] ist in C definiert. Es gilt dann [x, y9']=[x, Y] =[x, y]'=[x%, y]=
=[x'x’, y). Die Bcdmgung (2) sorgt also im einfachsten Fall dafiir, daBl Elemente
aus D, die im Amalgam eine gemeinsame Wurzel erhalten, in D zusammenfallen.
Auf dieser Bedingung wird auch Schritt 2 der Konstrukuon beruhen. Vor Schritt 1
werden wir die zu amalgamierende Untergruppe D durch Hinzunahme solcher
Kommutatoren [x, »?)’] und [x%X’, y] aus A, bzw. B, vergroflern, was im oben
skizzierten torsionsfreien Fall beim Ubergang zu den divisiblen Hiillen implizit
durchgefiihrt wird, da diese Kommutatoren Wurzeln von Elementen aus D sind:

[x, Y1y = [x4, y*y] = [x'x, y*y'] = [x*x, p1] = [x*x, y].

BeEwEls. Ist C ein Amalgam von A mit B iiber D in N,, dann gilt 4,N\D=
=C,ND=Z(C)ND=Z(B) und damit (1). Die Bedingung (2) erhédlt man aus
der Bemerkung, da in C schon alle Faktoren der Produkte iibereinstimmen. Wir
zeigen jetzt, daB (1) und (2) auch hinreichend fiir die Existenz eines Amalgams
sind. DA=(d°|deD, acA) ist der von D in A erzeugte Normalteiler.

Schritt 0: Es gibt eine Obergruppe D° von D in D# und in D® so daB
(3) Fiir ¢=0, acA, a’€ A, mit a®a’eD® und beB, b'cB, mit b e D" gilt [a, b'b']=
=[a‘d’, b)€ D".

Hiermit wird (2) also auf den Fall in der Bemerkung vereinfacht. Aus (3) folgt
offensichtlich (2(D%), d.h. (2) mit D ersetzt durch D°. Umgekehrt folgt (3) aus
(2(D“)) wenn fiir alle a,a’,b, b wie in (3) schon ay=[a, b9’]1€D" und b,=
=[a%’, bl D* gilt. Wir wollen daher a, und b, zu D hinzunechmen und dann
identifizieren, was nach der Bemerkung im Amalgam ohnehin zu geschehen hitte.
Wir zeigen zuerst, daB die beiden Gruppen D%=(D, a,)=D[A, D]=D* und
D%=(D, by)=D[B, D]=D"? isomorph sind. Nach (2) gilt afc¢D genau dann,
wenn bfeD, und, falls afeD, so ist a§=bf. Es gilt also DN\ {a)={(at)={(d)
mit dED und k-o(a[.} mod D genau ddnn, wenn D()(by)={(bs)=(d) und

k=o(by) mod D. Da a,cAy=Z(A) und ebenso bycBy,=Z(B), folgt aus Lemma 1,
D (ay) D (bo)
daB D%=\_ sowie Dgp=\_ / , genauer D%=D§, wobei D iden-
{d d
tisch auf D und q, auf b, abgebildet wird. Wir identifizieren jetzt D% und Dy
lings diesem Isomorphismus, im wesentlichen also @, mit b,, und schreiben
D" fiir beide Untergruppen.

Wir zeigen jetzt noch (2(D°). x%ix/eD" heiBt, daB es a;c(a,) gibt mit
xfix{a;eD, und y%iy;eD daB es b;c(b,) gibt mit yfiy;beD, und dcD’ daB
d=d'ay=d’bj mit d’eD und einem ncZ. Da x{a;cA,, yib;cB, und ay,=[a, bb'],
gilt nach (2)

k k
rﬂl [xi, ylyibl-ag" = d" = HI [xfixia;, y]-bg" = d'.
= =

Da ay¢A; und b; mit einem Element aus {(a,) identifiziert wurde, gilt [x;, b;]=1
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” i

und analog [a;, y;]=1, da a;"€¢"(b,)=B,. Damit und mit a,”="b, folgt dann
k k
]_71 [xi, vyl =dag=d & Ul [xfixi, yi] = d’bj = d.

Da (2) abgeschlossen ist gegen die Vereinigung aufsteigender Untergruppen D,
erhalten wir (3) aus (2), wenn wir den eben durchgefiihrten Schritt D—-D" geniigend
oft wiederholen. Dabei bleibt auch (1) erhalten, da wir nur Elemente aus den
Kommutatorgruppen hinzunehmen und dann identifizieren.

Schritt 1: Es gibt A’=A und B’=B in N, mit D°=D'=A4', B’ sowie
(4) A,=D,=B, und

(5) Fir ¢g=0,acA” und bcB’ mit &% bl D’ gilt [a, b%]=[a% b].
Nach Schritt 0 gelte 0.B.d.A. (1) und (3) fiir A, B, D. Wir nehmen jetzt nicht nur
A, und B, zu D hinzu, sondern erweitern 4 und B so, dall die Kommutator-
gruppe von D’ mit denen von A" und B’ iibereinstimmt. Dann vereinfacht sich
(3) zu (5), wobei die linke und rechte Seite der Gleichung zwar in A bzw. B be-
rechnet werden, wegen (4) aber beide in D’ liegen. Nach (1) kénnen wir die direkten
Produkte A4° von A4 mit B, iiber D(1B, und B° von B mit A, iiber DA,
bi'lden. Nach Korollar 2 sind die Untergruppen (D, A,, B,) in A" bzw. in B°
isomorph, wobei D, A, und B, auf sich abgebildet werden. Die Untergruppe
(A,, B,) ist jeweils zentral, da die eine Untergruppe die Kommutatorgruppe ist
und die andere direkt amalgamiert ist. Wir wihlen jetzt UeN, mit U,=Z(U)=
=(A,, B,) und Z(U) isoliert in U. Die Gruppe U laBt sich z.B. durch Amal-
gamierung zentraler Untergruppen ausgehend von (A4, B;,) und oberen 3X3-
Matrizen itber Z und Z/p"Z mit Einsen auf der Hauptdiagonalen leicht gewinnen.
A" sei dann das direkte Produkt von A4° mit U iiber (4,, B,) und analog B’
das von B° mit U iiber (A,, B,). Wir setzen D’ gleich der Untergruppe (D, U),
D U
die in A" und in B’ nach Korollar I isomorphzu ~_  ist. Dann folgt
DNU

aus Us- (4, By) und [A4° U)l=1=[B° U], daB A;=A,=(A,, By)=B}U,=
=Bi=Dj, also (4).

Zum Nachweis von (5) sei a’¢A” mit @%¢D’. Dann gilt a'=ab"u mit
acA,b"¢B, und wcU. Da alle drei Elemente kommutieren, gilt a9=a%b" %=

=da*h""u® mit deD, a*€A,. Daraus folgt a%a*~'<D. Entsprechend folgt aus
b'’=ba"ve B’ und be¢D’, daB bIb*'¢D mit den analogen Bezeichnungen
beB,a"cA,, velU, b*eB, wie eben. Damit gilt in A'[d’, b =[ab"u, b%a" 1] =
=[a, b%)[w, v9]=[a, b*b* ~'|[u, v]? und in B’ [a'9, b']=[a’b" 4, ba"v]=[a%, b][u*, v]=
=[a"a* ", b][u, v]%. Da die rechten Seiten nach (3) gleich sind folgt die Gleichheit
der linken und (95).

Schritt 2: Es gelte (4) und (5) fiir 4, B, D. Nach Lemma 5 geniigt es unter
der Annahme A=(a,, ..., a, D) die Existenz eines Amalgams von 4 mit B
iiber D in N, zu zeigen. Dazu konstruieren wir eine Obergruppe von B mit den
in Lemma 4 gegebenen Eigenschaften. Sei o(q;D)=¢; und afi=g;'eD (1=i=k)
— wobei ¢;=0, falls o(a;D)=c —, [a;, a;]=z;;'€D, (1=j<i=k) und [a;,d]=

3 D
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=z3'€D, (1=i=k, deD); die z; und z, liegen in D,, da A,=D, nach (4).
Es sei jetzt HeN, das zweite nilpotente Produkt von B mit den unendlich zykli-
schen Gruppen {(c,), ..., {¢) und N der von den Elementen

xi=clig,, l=i=k), [c,clzij, A =j<i=k), [c,dlzy, (1 =i=k,deD)

erzeugte Normalteiler in H. Als erstes zeigen wir N(1B=1. Ein Element hecN
ist ein Produkt von Konjugierten der Erzeugenden. Da bis auf die x; alle Erzeug-
enden zentral in H sind, hat & die Form

A= ﬁ (e [T (ew, clzip)™ - H H ([ci, d] zi)"™,

1=j=i=k

wobei m=0,0,6{1, ...,k},d,=+1, h,€ H,(1=p=m) und ny;, neZ firl =j<i=k
und endlich viele dED er bedrbelten zundchst den ersten Faktor und ordnen
die x; lexikographisch:

Ij (xer)' = Ij 2R, , B = [j xite T Doy %™ H [x;, hi),

1sj=i=sk

wobei m;=X{d,|0,=i, l*—‘ipﬁm} m; q).'{é d,lo,=i, a,=j, 1=p<v=m}, da
X0 =y x84, 1=y X[x, y}¥ im Pall einer Vertauschung, und
hi = O{hje|lo, =i, 1 = p=m),
da
I{[x;, hirl|o, =i, | = p=m}=[x;, I{hi|o, =i, 1 =p=m})

Aus x;=cfig; erhalten wir ohne Beriicksichtigung der Indizes x™=(cg)"=

=c™g™ g, c"](?’:). Die Formel (xy)"=x"y"[y, x]('g), falls (x, y)EN,, ist wohl-
bekannt fiir m=0 und laBt sich fir —m wie folgt einsehen:

) "= Y =y y ) =

—m —m - —-m - —m =m m2—("™ -m -m Py
=X ) I % ][x,y](z)=x y Al G« y [y,x](g)-
Fiir die Terme im zweiten Faktor gilt fiir 1=j<i=k
[xi, x0™ = [ci* gi, €7 g™ = [ei, )" ™ i, 81" ™eys )™ "™ (81, £11™.
k
Schreiben wir hi= ]Zr:jub,»k? mit [;€Z,bE€B und h{€H,, dann gilt fir die

J
Terme im dritten Faktor fin 1=i=k

[xi, hi] = [c, 8i» ”c,”b hi ] ”([Ci "'J]q' ey, &l "y [eis b)"[g;, b))
Fiir den zweiten Faktor von /& erhalten wir ]] [ei, ¢;]" 2 und fiir den dritten

¢, d;]z; mit d;= d""’ sowie z;= z,- A Sammeln wir die Terme aus allen
¥ =i L / d
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fiinf Umformungen, so ergibt sich fiir A¢N
m(i)
h = H‘-‘?'m g?'[g,-, C'i]q‘( . )
. ﬂ‘ [ei, eJumile;, gJumule;, g]-9mulg;, g™
J-‘_‘

'.q leis ¢j)% ey, g~ {I i, bil*{g:, bil -

n n
'j]Ti[c:‘* C_;] et /1 o Ii] [ei, di]z:.

Zum Nachweis von N[1B=1 betrachten wir jetzt das Bild von A€N(1B unter
verschiedenen Homomorphismen, die durch solche auf B und auf den {¢;) auf
H induziert werden. Da h€B vorausgesetzt ist, wird & dabei immer wie ein
Element von B abgebildet. Aus ¢;—1€B und idg crhalicn wir

h=h = ]l]g'i“‘-fﬂi [gi. g™« [T (80 b [T =if'- IT =i
- i=

Aus ¢;—u€ X =Bx X und idg: B—~B XX mit einer abelschen Gruppe X erhalten

wir h=J[ u§™-h,, also wegen h=h, dann [Juf™=1. Da X und die wcX
i i

belichig gewdhlt werden konnen, folgt m,=0 fiir alle 1=i=k. Damit fallt in
h und in h, der erste Faktor weg und % ist zentral in H. Da h=h,, ist das
Produkt h, der restlichen Faktoren in % gleich 1, also

i=h = H‘ [cis Cj]“i"J"'u'“*r"u"?;"ﬁ”u- ]]i[C.-, 8,‘]“'”’*:[£‘j= gil=9my
J= J=

i 'IZ- [cj" gl‘]_-!” g ]‘7 [cis ',:"i]qf [Ci! dl‘]!

und h, wird von jedem Homomorphismus von H auf 1 abgebildet. Wihlen
wir fiir feste j<i Elemente u, v€ XéN, mit [u, v] von unendlicher Ordnung,
dann gilt fiir den durch ¢;—u, ¢;—v, ¢;—1 (I#i,j) und B—1 definierten Homo-
morphismus von H nach X, daB hy—1=[u, c]%emitat;-aLi+m; und

(#) qiqjmu"'qi!” _qj-;ﬁ‘i'nu — 0 fi.il‘ al]e j - f..
Damit ist der erste Faktor von A, gleich 1.

Sei jetzt (c¢) unendlich zyklisch und i fest. Durch ¢;~—¢, ¢;~—1 (j+i) und
idg: B—~B(2){c) wird h, abgebildet auf

1= H [f.', gj]qim'-"" H [C'. gj]_‘hmﬁ g H [[', gj]—’ﬁ 3 [C9 bl‘]q'—[(‘| dl’] =
J=i J=i i

M. - lm "-’
=[e, IT g™ ITgr™™ - T gi ™+ bi*d]).
Jj=Ii Ji=i J

Aus Lemma 3 folgt, daB die zweite Komponente des Kommutators in D,=B,
liegt. Nun liegen die g; und d&; in D, so daB auch b{cD. Wenden wir (5) auf

s.
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a; und b; an, so erhalten wir [a;, b%]=[al, b]=[g; ", b;] wegen afi=g;'. Damit
giltin A
l — [a“ ]]i' g}smu.jq g;‘?;mﬂ s ? gj-_f'“b?'di] M.
i= >

e H [a:" aj]-qiqjmu g H [ah aj]q"q"mﬁ - H [a:'s ﬂj]q‘d”-i ‘ [gf-lt bi] [ﬂ'“ dl‘]!

j=i i=i j

und zwar fiir alle i=1 ... k. Multiplizieren wir alle diese Terme, so folgt

1= []la;, aj]~2%mitalu=als. [T (g, blla;, d}].
J=i i

Nun ist nach (%) —qiq;m;—q;l;j+q;l;=n; fur j<i, so daB aus
*
[a, aj]~uaumutmi=[g,, g)]"™-z;;" und [a;, d]=]] [a;, d]"=2z{" dann
d

V= IT (g gjY™szip- IT [ bi)z) ™" = h™

folgt, und die Behauptung N B=1 gezeigt ist.

Setzen wir G=H/N¢<N,, dann wird B also durch die Projektion —: H—-H/N
in G eingebettet. Wir miissen noch zeigen, daB die Untergruppe (¢, ..., &, D) in
G zu A isomorphist. Da ¢#=g;'=a¥, wird durch a;— ¢; ein Homomorphismus
¢;: (a;))~G definiert. Nach Konstruktion von N gelten die Bedingungen 1—3
von Lemma 4 fiir A;=D=A, ¢: D-H—~G und die ¢, (1=i=k), so daB ein
Homomorphismus @ von A4 nach G existiert, der ¢ und die ¢; fortsetzt.
@ ist injektiv, falls zusétzlich die von den ¢; induzierte Abbildung von A/D nach
A®/D® injektiv ist. Hierzu betrachten wir den durch c¢;—a;D (1=i=k) und
B—1 induzierten Homomorphismus von H auf A/D. Sein Kern umfalit N
und B, so daB wir einen Homomorphismus von G/B auf A/D erhalten, der
¢;B auf a;D abbildet. Nun ist G/B=AP.-B/B=AP/APB=A®/DP, und
A®/D® wird immer noch surjektiv auf A/D abgebildet. Da die Hintereinander-
schaltung a;Dv+a,®D®=¢,DP++a, D die Identitit auf A/D liefert, ist die erste
Abbildung injektiv. Nach Lemma 4 ist ¢ eine Einbettung von A in G, die
D identisch auf die Untergruppe D=B=(G abbildet. Damit ist G ein Amalgam
von A mit B iiber D in N,. |}

Korollar 3. Sind A und B aus N, mit gemeinsamer Untergruppe D° und
ist D° ein Normalteiler in A oder B, so sind (1) und (3) notwendig und hinreichend
fiir die Existenz eines Amalgams in N, von A mit B iiber D°.

Beweis. Da (3) aus (2) folgt, geniigt es noch (2) zu zeigen. Ist D" ein Normal-
teiler in A, dann liegen die Faktoren auf der linken Seite des Produkts in (2)
bereits alle in D° und sind nach (3) gleich denen auf der rechten. |}

Wir betrachten noch einige Spezialfille, in denen sich die Bedingungen (1)
und (2) des Hauptsatzes weiter reduzieren lassen.

Satz 1. Sind A und B torsionsfrei in Ny mit gemeinsamer Untergruppe D,
so ist (1) notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines torsionsfreien Amalgams
in N, von A mit B iiber D.
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BewEis. Wir zeigen, dall (2) fiir torsionsfreie Gruppen aus N, immer erfiillt
k
ist. Mit den Bezeichnungen aus (2) sei ¢= [[¢; und r;=q/q;. Gilt nun in A4,
i=1
daB I[x;, y#y/]=deD, so folgt weiter

d* = [T[xf, yfyi 1™ = I7 [xtxi, v

Da die Komponenten des Kommutators auf der rechten Seite in D liegen, gilt
diese Gleichung auch in B. Wegen der Eindeutigkeit der Wurzeln in B, folgt
daraus d=II[afa;, b;] in B. Damit ist (2) gezeigt und nach dem Hauptsatz existiert
ein Amalgam von 4 mit B iiber D in N,. Die Faktorgruppe nach der Torsions-
gruppe ist dann ein torsionsfreies Amalgam von 4 mit B iiber D. |]

Satz 2. ]. Sind A, B aus N, mit gemeinsamer Untergruppe D, und ist D
co-zentral in B, dann existiert ein Amalgam in N, von A mit B iiber D genau
dann, wenn

(#) fiir q =0, acA mit a'¢AsD und be B\D mit b'%€¢D gilt [a, b%] = 1.

2. Sind A, B aus N, mit gemeinsamer Untergruppe D, und ist D zentral
in B, dann existiert ein Amalgam in N, von A mit B iiber D genau dann, wenn
(1) und fiir =0, acA mit a"€ A, D und beB, b’'€B, mit b€ D gilt [a, b'b"']=1.

Beweis. Die Behauptung 2 folgt sofort aus Korollar 3 und der Zentralitat
von D in B. Entsprechend ist zu 1 wieder (3) zu zeigen. Da D co-zentral in
B ist, gilt B=(D,Z) mit Z=Z(B) sowie B,=D,. Jedes bcB hat die Form
b=dz mit deD, zeZ \D. Gilt b%’cD fiir dieses b und ein b'€B,, so folgt
dizb’cD und z9%€D. Sei acA und a'€A4; mit a?a’€D. In A gilt nun [a, d1b')=
=[a%a’, d] und nach (%) gilt [a, 29 = 1 = [a%a’, z] so daB

[a, b%b’] = [a, d929b"] = [a, d*b"][a, 27 = [a%a’, d][a%a’, z] = [a%a’, dz] = [a%a’, b),

und (3) ist gezeigt. Es gilt auch (1), da A,ND=Z(D)=Z(B) und B,1D=D,=
=Z(A). Nach dem Hauptsatz existiert daher das Amalgam in N, von A4 mit
B iiber D. |

Korollar 4. Sind A, B aus N, mit gemeinsamer Untergruppe D, dann existiert
ein Amalgam in Ny von A mit B iiber D, falls

1. B abelsch und (%) gilt oder )
2. B zyklisch, B=(b), D=(b") und fiir acA mit d"cA,D gilt [a,b]=1.

ALLENBY [1] gab fiir endlich zyklisches B und die schirfere Forderung D=AB
die dquivalente Bedingung

“Fiir acA mit ad€A,DA°® gilt [a, b') =1", wobei A"=(a"|acA).

Wir haben bisher nur iiber Amalgame von Gruppen gesprochen. Entsprechend
kann man Amalgame anderer Strukturen definieren.

Korollar 5. Seien L und M nilpotente Lie-Algebren der Klasse zwei von Prim-
zahlcharakteristik p=2 mit gemeinsamer Unteralgebra N. Dann existiert eine
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nilpotente Lie-Algebra der Klasse zwei, die L und M iiber N amalgamiert, genau
dann, wenn
(Dyie [L, LINN = Z(M) und [M, M]ND = Z(L) und
(e fiir k=0, q;#0, x,€L und x{€[L,L] mit q;x;+x{€N
sowie y,€M und y{e[M, M] mit q;y;+y;eN (1=i=k) gilt fir deN

k k
2; xi, giyityil =d _2;[‘]:":+x;- ¥l =d.
= i=

Hierbei bezeichnet [ ] die Lie Multiplikation und Z(M)={z€ M|[x, z]=0 fir alle
x€M} das Zentrum von M.

Der Beweis ergibt sich leicht aus dem Hauptsatz und der Korrespondenz
zwischen nilpotenten Lie-Ringen und nilpotenten Gruppen (vgl. [6], Theorem
IL. 4.6). p=2 wird benétigt, da in der Ubersetzung [L, L] und [M, M] 2-dividierbar
sein miissen. Der Fall p=2 liBt sich ebenso behandeln, falls [L, L] und [M, M]
als abelsche Gruppen mit der Addition Rang hochstens 1 haben. Im torsionsfreien
Fall erhalten wir aus Satz 1 (vgl. [6], Theorem II. 4.15).

Korollar 6. Sind L wund M nilpotente Lie-Algebren der Klasse zwei iiber
Q mit gemeinsamer Unteralgebra N, dann existiert eine nilpotente Lie-Algebra
der Klasse zwei iiber Q, die L und M iiber N amalgamiert, genau dann, wenn

(I)He gﬁf,

Diese Aussage gilt auch fiir torsionsfreie nilpotente Lie-Ringe, da diese sich
in entsprechende Lie-Algebren iiber Q einbetten lassen.
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