Fehleranalyse des divergenzpunktlosen Verfahrens
von allgemeinen Beriihrungsellipsen

Von VALERIA KONTOR (Miskolc)

Zusammenfassung

Die Arbeit befaBt sich mit der Fehlerabschitzung zum divergenzpunktlosen, durch Beriithrungs-
ellipsen erzeugten lterationsverfahren von [1]. AnschlieBend wird der Wert der asymptotischen
Fehlerkonstante bestimmt.

Die durch Berithrungsellipsen mit einer allgemeinen Gleichung erzeugten
gleichungslésenden Iterationen ohne Divergenzpunkt werden in der Arbeit [I]
von Zoltdn SzAas6 und Magdolna DeuTscH untersucht. Es wird der Konvergenz-
satz dieser Methode bewiesen, dann eine durch Affinitit erzeugte Ellipse angewendet
und zuletzt die Konvergenzordnung bestimmt.

Im Falle Punkt I. [1] fiihren wir eine Fehlerabschitzung durch und bestimmen
den Wert der asymptotischen Fehlerkonstante.

Es erweist sich als notwendig, die Methode kurz darzulegen.

Es sei die Funktion f(x) in der Gleichung

(1 J&x)=0

reell, im Intervall 7=[a, b] definiert, hier zweimal differenzierbar und

lf(x)] = M
) If"(x)|= M, #0
If7(x)| = My, x€l

Von den Iterationsverfahren zur Bestimmung der Nullstelle in 7 der Gleichung
(1) wird gezeigt, daB diese bei Erfilllung der Voraussetzungen (2) in 7 immer
konvergent ist.

Man nehme die Ellipse
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durch Parallelverschiebung an den Punkt (x,,f(x,)) der Funktion f(x) so ange-
paBt, daB dort dann ihre Berithrungslinie gemeinsam ist (x,€/). Die Gleichung
der so erzeugten Ellipse hat die Form:

. b j—
e(x) = A +sign (f(xy)) fassh Va*—(x— B):.
Die Konstanten 4 und B resultieren aus den Gleichungen
S(xo) = e(xo),

! S (xo) = €’ (xy),
das heil3t

Ac+sign (f(x9)- - V=G0 B = /(30
Xx,—B
l/az—(xu_f")2

a*f" (x,)
T arco

—sign (f(x0)- = = f(x0).
Daraus ergeben sich
B = x,+sign(f(x,)) -

und

A = f(x,)—sign (f(xo)) b VB‘ZT‘%;TX) .

Man findet also

2f (xq) .
3) e(x) = f(x9 F W V }/b2+a*f"’(x.,)]

wo bei positivem (negativem) Wert von f(x,) immer das obere (untere) Vorzeichen
gewahlt wird.
Wegen geometrischer Uberlegungen gilt

fx)=M=b>b
Lemma 1. Sind die Bedingungen (2) erfiillt und setzt man
b=M,

=22M,,

8|e

Rl &
v

2M,,

dann ist der Wert der durch die Gleichheit (3) definierten Funktion e(x) — innerhalb
ihres Definitionsbereiches — bei positivem f(x,) nicht grofer, bei negativem f(x,)
nicht kleiner als beim Funktionswert f(x) [1].
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Satz 1. Wenn die Bedingungen (2) erfiillt sind, auferdem
b=M

und bei einem beliebigen Ausgangspunkt x,€(a, b)=1, f(x,) #0 ist, dann konvergiert
die durch die rekursive Formel

@ xuor = xtsign (f() - L2 +“-V‘—[@‘m——£w—m]’

Vo +a®f(x,)

n=01,2..)

definierte monotone Folge gegen die ndichste Nullstelle o<1 rechts oder links vom
Punkt x, der Funktion f(x) abhdingig davon, ob das obere oder untere Vorzeichen
konsequent in Betracht genommen wurde. Ist oI, dann verlidft die Folge {x,} die
Strecke I1].

1. Die Fehlerabschitzung
M ; ;
Man nehme L,-=-m—'(i=l,2), wo die Werte von M, die oberen Grenzen
1

im Bedingungssystem (2), sowie m, die untere Grenze ist, das (=m,) In Sitzen
der Fehlerabschiatzung [3,4] vorkommt und die Bedingungen der Relationen

(5) O<m =|f(x), x€[xp,x]c T

erfiillt. Es kann nun gezeigt werden, dall bei einfachen Nullstellen und bei (5)
auch die Fehlerabschidtzungen der tangentialen Ellipse die Form

[Xa+1—2| = K|x,—af?
X+ 1= = Ki|Xy 10— X2+ K|xy 41 — X2
haben, wo die Konstanten von der Methode abhéngig sind.

Satz 2. Wenn die Bedingungen des Satzes | erfiillt sind, sowie b=2 ist, ferner
wenn von einem beliebigen Ausgangspunkt x,€1 ausgehend die durch die Iterations-
formel (4) erzeugte Punktfolge {x,} gegen eine einfache Nullstelle a(€1) der Funktion
f(x) konvergiert und die Relationen (5) bestehen, dann sind fiir den Fehler e,., der
Approximation x, ., die folgenden Abschitzungen giiltig:

1 ersal = (- N+ L) e

N N
2° len+1| = [;Lz‘ |duT3+[?+2L1L2] . Id.|2]

n=20,1,2,..
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wobei

&y = U— Xy, dn = Xpg1— Xns N =
ist. (Vgl. mit [3] und [4].)
BEwEIs. Aus der Formel (4) liBt sich der Wert von f(x,) ableiten:

b? b g (x a*f’ ]’

Sl n+1 Xy

) = T —————
S0 = e Vi ar
S =1 (x)
Man nehme
PR e
&=
1 1 a*g’
s sl )
f(x) m a V1+aggr2
RO L] R
Bei adW S
1
—0® =
Vi+a*g™® "
Wir erhalten

L N L

Wird der Mittelwertsatz angewendet, so gilt

f(a)_f(xn) = (ﬁ"-x,,) 'f’(é)» Xo = ‘5 = a,
d.h.

8, = —.)fr—,((%)- (falls f(x,) = O ist).

Daraus ergibt sich (im Fall f(x,)=0, x,<a)

— 1/ T_]?

f - 2_ Y _”

V1—0o l/ 1 : +0 B

=T g
= THG)

S

Epi1 = E—ly = d,

£§+2d,,-a
a

1 = b- N d 3 _dn
If'(c)l-[ =t +]/ 1-(%+0) ]

Ykt o 0 2 o}
a*m, 3 [If’(é)l l] %

lsni-l] =
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Aufgrund der Bedingung b=2 ist das zweite Glied der rechten Seite nicht gréBer als

FO-L& , _ L0-Cx) ,

Fa o
1)-d, = TG PO “=

© [fm

= X2(e—x)-d = LyE—x)-dyr NEGH O

1

Weil |d,|=le,] und |&E—x,|<le,| ist, gilt

"(x,) .
(59)-1) =
Aus den vorher gesagten folgt also, dal3
b!
- _+M2
le a 1 a? Pl
len+1| = a2—r1tllf di+Ly: 6,2 = o e lenl* + Ly - le,|* =

(v

ist, wobel
|/ - + M}
= 1
e o L, = al

N=

nmy m;
ist.
Wir wollen die Ungl. (6) eingehender studieren:
d  2dyo
i f(xu) = b a® a 5

C_xn{au_ TEN] P EN]
@ @l VW+]/1-[%+¢:]2

2 2072 g
LT i O P

b dyt+2a-d,-o

o a*my V1—0? N a*m, " my
bE
—+ M3
2
T+ 20.4, =T g142L,,

a '"]l ""l
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wobei L,=M,/m, ist. Daraus folgt:

yb+atf* ... (212" = 1 .
ousdl = L g (P ), = 1Nl

1 N
FLG—x)- M) = N L (T 2L, 14, ]) - d, =

= g L,- :dn!s-i-[% +2L, Lz]  |da [
Man erhilt also
I*[“:u+1[ = K!B,,;'g,

‘ 1 |
und e, 4|=K;- |d,*+ K, |d,|?, wobei K:z-N+L2, KleNLf und K,=

='§'+ 2L, L, ist. In den anderen Fillen kann der Beweis dhnlich durchgefiihrt werden.

2. Die asymptotische Fehlerkonstante

Satz 3. Die Fehlerkonstante der Methode der allgemeinen Beriihrungsellipse
ist von der Gestalt:

_ |62 8% +sign (f(xo) - a*f" (@)
= 2a°f" () :
wobei d=b*+a*f"*(a) ist. (Vgl. mit [3] und [4].)

BeEweis. Es ist bekannt, dal} sich der Wert der asymptotischen Fehlerkonstante
eines beliebigen Iterationsverfahrens x,.,= F(x,) der Ordnung p durch die Formel

c

1
C = 1 IF)

ausdriicken 1dBt [2, 5]. Es gilt nach dem Kapitel IV der Arbeit [1] p=2.
Es ist also

B
C=5IF @

Wir fiithren die Bezeichnung

s = sign (f(x,))
sign (/" (2)) =—s
(@] =—s-f(a).

Die Grundfunktion fiir die Methode der Beriihrungsellipsen ist

ein. Da

ist, besteht die Gleichheit:

F(x) = -+ g { ) 4. '1_[|f§?x)|__v

b 2
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das heiBt

g (x)
F(x) =x+s-a% HGx )+a -G (x),

69 =/ 1-[ 18~ -
H(x) =V1+a*g"™(x),
f(x)

wobei

g(x) =
ist. Man bilde die Ableitungen
g. 5Byl

F'(x)=1+s-a* e +a-G’
und
F'(x)=s-a*-H-3[H(g” -H—g'-H)—2H (g"- H—g - H)]+a-G”,
wobei
G =— (!gl— ][c g+
und
G () =
A (- 2 - (o) |- oo 7))
= @ rix ] S°g +—» —
a-g”l H H 2 H H*). ..
o & QAN gt 3ﬂ-g"‘-g””]
o P e 41 H + E b
gilt.

Aus den vorher gesagten geht hervor, daB

.a? o7 g"  gligh.g”  3gb.gd. g™
F”(g)::i[g”’,ﬁ_3a S Mot o ek M B g]+

o H H H?
s (H? , at-g-g” 3a‘-g'*-g”‘3]‘_ s-H*+a* g”
+?(F+s'g_ o T m e T T
mithin
é H3+s-a*-g”
« F =
s- F'(2) =
ist.

Der Wert der Fehlerkonstante lautet also:

b'z-(b2+azf'2)3"2+s-az-f”
2.a%f"

1

C:E

»

F'(a) = ‘
das heilt

¢= [Pt s (/) /@)
= 2-a*-f(2) g
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wobei
o =>b*+a® f?(x)
ist. Im Fall

Fix) = x+s-a’-%—-a-6(x)

kann die Behauptung auf dhnliche Weise bewiesen werden.
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