Une application d’un théoréme de J. Aczél

Par T. BIRSAN (Jassy, Roumanie)

1. Introduction. L’instrument principal de travail utilisé dans cette Note est un
théoréme de J. AczEL sur la représentation des demi-groupes continus.

La notion de métrique a été généralisée durant le temps dans des sens différents.
La théorie des espaces aléatoires, initiée par K. MENGER [5], se réjouit d’un intérét
a part. L’idée fondamentale de celui-ci est de remplacer dans I'inégalité triangulaire
I'opération d’addition par une fonction (x, y)—T7(x, y), appelée t-norme.

En utilisant cette idée, nous allons introduire les notions de 7-métrique et
d’espace T-métrique.

Définition. On dit que la fonction d: XXX -~R, est une métrique sur X
relativement a la r-norme 7: R, XR,—-R, (briévement, d est une T-métrique),
si elle satisfait aux conditions suivantes:

I d(x, y)=0ex=y,

IT d(x, y)=d(y, x), pour tous x, y€X,
I d(x, z)=T(d(x, y), d(y, z)), pour tous x,y,z€X,x#y, y#z, x#z2.
Le triplet (X, d, T') est appelé espace T-métrigue.

Remargues. 1) La structure de I'espace T-métrique (X,d, T) dépend dans
une grande mesure de la t-norme 7. Si T(a, b)=a+b, alors d est une métrique
habituelle sur X. Si T(a, b)=max (a, b), d est une métrique non-archimédienne
sur X. Notons ces deux r-normes par T,,, et T,.., respectivement. Donnons
encore quelques exemples de 7-normes [6, 7]: 1° T'(a, b)=ab, 2° T(a, b)=min (a, b),

1

3 T(a,b)=aa+pb(a, f=0), 4° T(a,b)=a+b+ab, 5° T(a,b)=(a"+b*
(k=0), etc.
2) Sila t-norme T satisfait aux conditions a la limite

(1) T(a,0) = T(0,a) = a, acR,,

(c’est le cas des r-normes Typ, Tmax €t de celles de 4° et 59), alors il n’est pas besoin
de considérer que les points X, y,z soient distincts dans l'inégalité triangulaire
II1. A défaut de cette restriction, cette inégalité peut impliquer le fait que la distance
d est identiquement nulle (ainsi que 'exemple des 7-normes 1° et 2° le montre).

Dans le language des -normes, le théoréme de J. AcziL [1] s’énonce de la maniére
suivante:

8§ D
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Théoréme A. Soit T: R, XR,—~R, une t-norme satisfaisant aux conditions
Suivantes:

1° T est continue,
29 T est une opération associative sur R,
3% T est strictement croissante par rapport a chaque variable.

Alors, il y a une fonction f définie, continue et strictement monotone sur R, telle
que T a la représentation

2 T(a, b) = f~'(f(a)+ (b)), a, bER,,

ou [~ est la fonction inverse de f.

Une r-norme qui satisfait aux hypothéses du Th. A s’appelle stricte.

11 est facile de préciser la position des 7-normes T, et T,., parmi les autres.
En effet, T,,, est la t-norme stricte engendrée par la plus simple fonction continue
et strictement croissante f(x)=x, x€R,. D’autre part, T,,. est le plus petit
élément de I'ensemble des #-normes qui vérifient la condition a la limite (1) et sont
croissantes par rapport a chaque variable (on sous-entend que T=T7"si T(a, b)=
=T(a, b), a, b€ R,). En effet, pour tous a,bcR,, on a T(a,b)=T(a,0)=a
et T(a,b)=T(0,b)=b, donc T(a, b)=T,.(a,b).

2. Métrisation des espaces 7-métriques. Soit (X, d, 7) un espace T-métrique.
On adopte la notation habituelle pour la sphére ouverte par rapport a la T-métrique
d, cest-a-dire S(x,r)={y; d(x, y)<r}.

Théoréme 1. Si la t-norme T satisfait aux conditions:

19 T est croissante par rapport a chaque variable,
2° inf T'(x, x)=0,
x=0
alors I’espace T-métrique (X, d, T) est métrisable.

DEMONSTRATION. Notons U, ={(x, ¥); d(x, y)<e}, pour tout &=0. Etant

1

m m n
vérifie aussi aisément les autres conditions pour que la famille d’ensemble {U,;
nc€N*} soit un systéme fondamental d’entourages d’une structure uniforme sur X.
Ce systéme étant dénomrable, il résulte que (X, d, T) est métrisable.

donné neN*, ily a meN*, m=n, tel que 3"[—,l {i. Alors, UicU,. On

Remarque. Dans les hypothéses du Th. I, pour tout x¢X, I'ensemble des
sphéres S(x, r), r=0, est un systéme fondamental de voisinages du point x, dans
la topologie induite sur X par I'uniformité définie ci-dessus. En général, les sphéres
ouvertes S(x,r) ne sont pas des ensembles ouverts par rapport a cette topologie.
De plus, la distance d peut ne pas étre fonction continue de ses variables (méme
séparément!).

Exemple. Soient les ensembles M,={(a, b); a=0, b=0}, M,={(a, b); a<0,
b=0}, My;={(a,b); a=0, b=0}—{(0,0)}, M,={(a, b); a=0, b<0} et la fonction
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d: RXR—+R,, définie par

du(x,}’). x,.VEMn

1 & i
E(dﬂ(x’ 0)+do(.}’, 0)), XGM“ yEMjs I #J:

d(xs y) —

ou i,je{l1,2,3,4} et d, est la métrique euclidienne du plan R%. La fonction

T: R, XR.,—~R, définie par T(a, b)=2(a+b) est une r-norme continue, stricte-

ment croissante par rapport a chaque variable et 7(0, 0)=0. On vérifie facilement
y ; b |

que (R, d, T) estun espace T-métrique. Soient x,=[;, ;—], Y= —%, _nl]’ neN”®,

deux suites qui tendent vers (0,0) par rapport 4 d. On constate que d(x,, 1)

tend vers J2, tandis que d(y,, 1) tend vers V—22 Donc, la fonction d( -, 1) n’est

pas continue.
Le Théoréme A de J. AczEL nous permet de construire d’une maniére trés
simple une métrique sur X équivalente a la 7-métrique d.

Théoréme 2. Soit (X, d, T) un espace T-métrigue dont la t-norme T est stricte,
vérifie la condition a la limite (1) et se représente sous la forms (2). Alors, la fonction
fod (ou —fod, au cas ou f est strictement décroissante) est une métrique sur X qui
induit la méme topologie et la méme structure uniforme comme la T-métrique d.

DEMONSTRATION. D’abord, on établit que f(0)=0. En effet, grice aux rela-
tions (1) et (2), ce fait résulte de

f(a) = f(T(a, 0)) = f(f(f(a)+£(0)))= f(a) +£(0).
Alors, fod(x, y)=0«<x=y, et fod(x, y)=fod(y, x), pour tous x, y€X. De méme,
en vertu de (2), on peut écrire 'inégalité triangulaire 111 sous la forme:
d(x,2) =f(fd(x, )+fA(, 2), x,»,2€X, x#y, x#z, y#z,
d’ou
fod(x, 2) = fod(x, p)+fod(y, 2), x,y,z€X.
Par conséquent, fod est une métrique sur X. Notons maintenant Uj={(x,));

fod(x,y)<d}. On a U,=U/,. Il résulte d’ici que les structures uniformes en-
gendrées par la T-métrique d et la métrique fod coincident.

Corollaire. Dans les hypothéses du Th. 2. la T-métrique d est une fonction
continue sur X X X.

DEMONSTRATION. En effet, fod étant une métrique sur X, elle est continue
sur XX X. La continuité de d résulte de I'égalité d=f"'o(fod).

Remarque. Les hypothéses du Th. 2 ne sont pas suffisantes pour assurer la
continuité uniforme de la 7-métrique.

Exemple. Soient d(x,y)=e** =1, (x,»)¢RXR, et T(a, b)=a+b+ab,
(a, )¢ R, XR,. Alors, T est une t-norme stricte satisfaisant a la condition (1)
et ayant une représentation (2) avec une fonction f donnée par f(x)=In (I +x),
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X€R,. De méme, d est une T-métrique sur R et fod(x, y)=|x—y|. Mais, d n’est
pas continue uniformément sur R R, car ni I'application partielle d(x, 0)=e"*'—1
n’est continue uniformément sur R.

3. Théorémes de point fixe. Les espaces 7-métriques dont la 7-norme est
stricte sont les plus proches de ceux métriques. Notons d,=fod et supposons
que f est une fonction strictement croissante (dans le cas o f est strictement
décroissante on procéde d’une maniére analogue). Grice aux propriétés de la fonction
f, les espaces (X,d, T) et (X,d,,) ont les mémes suites convergentes et suites de
Cauchy. Au particulier, ils sont complets dans le méme temps.

Théoréme 3. Soit (X,d, T) un espace T-métrique complet, la t-norme T étant
stricte. Soient les applications U, V : X—+X telles que on a

(3) d(Ux, Vy) = h(d(x, p), d(x, Ux), d(y, Vy)), x, y€X,

ou la fonction h: R —~R, est supérieure semicontinue, croissante par rapport a
chaque de ses variables, et vérifie la condition h(t, t, t)<t, t=0. Alors les applications
U et V ont un point commun qui est unique.

DEMONSTRATION. Ecrivons la relation (3) sous la forme

SAWUx,Vy) =f(h(f TS ), LT, Ux)), [T, V).

ol bien

(4) d,(Ux, Vy) = H(d\(x,y), dy(x,Ux), d,(y, Vy)), x, y€eX,
la fonction H: R% — R, étant définie par
(5 H(u, v, w) = f(h(f (), f72(@), £~} (W)).

Evidemment, H conserve les propriétés de la fonction A. Par conséquent, relative-
ment a I'espace métrique complet (X, d,) et aux applications U et ¥ qui staisfont
a la relation (4), on peut appliquer un théoréme de [8] et on obtient le résultat désiré.

Théoréme 4. Soit (X,d, T) un espace T-métrigue compact, T une t-norme
stricte, et U: X—=X une application continue qui satisfait a la condition

(6) d(Ux, Uy) < h(d(x,y), d(x,Ux), d(y,Uy)), x,yeX, x#y,

ou h: R’ =R, est croissante par rapport a chaque variable et h(1, t,t)=t, pour
tout t=0. Alors U a un point fixe unique.

DEMONSTRATION. De méme que dans le Th. 3, on met la relation (6) sous la form,
(7) dl (Ux’ U,V) e H(dl (xl y)9 dl(x, Ux)! dl (}", UJ’)), xy ,VE Xs X # ys

ou la fonction H est donnée par (5) et vérifie les mémes conditions que 4. Il s’agit
maintenant de démontrer que l'application U de I'espace compact (X, d,) dans
lui méme, continue et satisfaisant a (7), a un point fixe unique.

Dans ce but, soit ¢(x)=d,(x, Ux), xé¢X. Dans nos hypothéses, il y a z€X
tel que ¢ (z)=inf {@(x); x€X}. Si Uz=U?z alors il résulte que @(z)=0, d’ou
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Uz=z et, donc, z est un point fixe de U. La supposition que Uz U3z nous
conduit a une absurdité. En effet, on a

(8) @(Uz) = d,(Uz, U%2) < H(d,(z, Uz), d,(z, Uz), d,(Uz, U%2)).
Dans le cas ou d,(Uz, U%2)=d,(z, Uz), on obtient
9 p(Uz) < H(p(2), 0(2), ¢(2)),

donc @(Uz)=¢(z), ce qu'il est absurde. Dans le cas ou d,(Uz, U%z)=d,\(z, Uz)
la relation (8) nous donne que @(Uz)<=d,(Uz, U3z), donc @ (Uz)=q@(Uz). Absurde

Pour démontrer 'unité du point fixe, on suppose, par contraire, qu’il y a deux
points fixes z, et z,. Par suite,

dy (21, 29) = dy(Uzy, Uzy) = H(dy(2y, 2,), dy(21, Uzy), dy(z4, Uzy) =
— H(dl(zl’ 22)9 09 0) = dl(zls Zz)s
d’ou d\(z,, z;)<d\(z,, z;). Absurde. Le théoréme est complétement démontré.

Remarque. Si T=T,., U=V, h(u, v, w)=o0u, 0<x=<1, alors le Th. 3 devient
le théoréme de point fixe de S. BANACH. Si T=T,,, et A(u, v, w)=u, on obtient
le théoréme de point fixe de M. EDELSTEIN [3].

4. Remarques finales. C.-H. LING [4] a remplacé I’hypothése 3° du Th. A par
une autre moins restrictive, mais en ajoutant des conditions supplémentaires pour
qu'une représentation de la forme (2) soit possible. 1l est avantageux de considérer
que les fonctions qui interviennent ci-dessous prennent leurs valeurs dans R, =
=[0, + ==].

Théoréme B [4]. Soit T: R. xR, —~R. une fonction qui vérifie les conditions:

1 T est continue.

20 T est une opération associative sur R,

3% T est croissante par rapport a chaque variable,

4% 0 (zéro) est unité a gauche, i.e. T vérifie la condition a la limite T(0, a)=a,
pour tout acR.,

5° T(a, a)=a, quel que soit a<R,, a#0.

Alors il existe une fonction f définie, continue, et strictement croissante sur R,
telle que T a la représentation

(10) T(a, b) = f~}(f(a)+f (b)), a,bER,,
ou f'~V: R, ~R, est définie par

S7H(x), x€[0, f(+ =),

IR = {+ & Sk del

Une r-norme vérifiant les conditions 1°—5° s’appelle archimédienne [4).

Il est facile & voir que les théorémes suivants: Th. 2 et son Corollaire, Th. 3
et Th. 4, restent valables si, dans leurs énoncés, on considére des 7-normes archi-
médiennes au lieu de celles strictes.
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