Uber spezielle Finsler—Otsukische Riume

Herrn Professor A. Rapesdk zum 70, Geburstag gewidmet
Von ARTHUR MOOR (Sopron)

§ 1. Einleitung

In unserem Aufsatz [4]) haben wir in den Linienelementriumen eine Uber-
tragungstheorie begriindet die aus der Vereinigung der Cartanschen Ubertragungs-
theorie der Finslerriume (vgl. [2], oder [6], Kap. II1.) und der Otsukischen Uber-
tragungstheorie (vgl. [5]) entstanden ist. Der Grundgedanke dieser vereinigten
Ubertragungstheorie ist das folgende: das invariante Differential eines Tensors,
z. B. dritter Stufe V_}‘k(x, x) und homogen von nullter Dimension in den %', soll
eine spezielle Form, undzwar

(1.1) DV ;= PLPYPDV,",
haben, wo
(Lla) BVb“c — dVb“c'l'(Ar“s Vbrr:_Abrs Vrac_Acrl Vb‘r)as(d)"'

+('F ra.s Vbrc —“T, brs Vrac L ”F crs Vbar) dx! s

A% den Torsionstensor der Cartanschen Theorie, ferner ‘I',% bzw. "I, die Uber-
tragungsparameter fiir die kontra- bzw. kovarianten Indizes der Tensoren und P}
einen gemlschtcn Tensor bedeuten. @°(d) := DF, wo ¥ — wie gewodhnlich — dcn
Einheitsvektor in der Richtung von x* ist (fiir die vollstindige Theorie verweisen
wir auf [4], §2, bzw. [2], oder [6] die die Theorie der Finslerriume begriinden).

In den n-dimensionalen Finsler—Otsukischen Rdumen, die wir im folgenden
als F—0,-Riaume bezeichnen werden, beniitzt man bei der Bildung des invarianten
Differentials verschiedene Ubertragungsparameter fiir die kontra- bzw. kovarianten
Indizes der Tensoren; auBerdem existiert noch in der Formel (1.1a) von DV},
der gemischte Tensor P4, der ein Grundtensor des F—0,-Raumes ist. Ein F—-0,-
-Raum ist also mit der Grundfunktion F(x, X) der Metrik und mit dem gemischten
Tensor P} bestimmt. F(x, X) soll dabei den gewdhnlichen Bedingungen der Grund-
funktlonen der Finslerraume (vgl. [6], Kap. I. § 1.) geniigen und Pi(x, X) soll in den
x' homogen von nullter Dimension sein, wie die iibrigen charakteristischen Tensoren
der Finslerraume. Fiir P} soll die in den Otsukischen Ridumen immer giiltige Relation

(1-2) 3kP}-P}.,,’I‘o'k--’r,‘kPH”r,‘tP}=0,
3

D Vgl. das Schriftenverzeichnis am Ende unseres Aufsatzes.
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bestehen, die die ‘I, und "I';; miteinander verbindet. AuBerdem soll angenommen
werden, daB Pj einen inversen Tensor Qf hat, d. h. Det(Pi)#0, ferner es sei

(1.3) Pilb=Pi=0 dh Pix> =3

und Pj:=g, Py seiin (i,j) symmetrisch. Ist Pi#$%, so werden wir den Raum
als einen echten F—O,-Raum bezeichnen. Der Fall Pi{=¢% gibt im wesentlichen
die Cartansche Theorie.

Nach dem Satz 1. von [4], S. 124 folgt somit, daB die “I';'; eben die Cartan-
schen Ubertragungsparameter }"}L bedeuten.

Wir benétigen noch im folgenden die zur Formel (1.1a) gehorigen kovarianten
Ableitungen (vgl. [4], (2.11)—(2.13)):

(1 4) ‘*7m KT"& = V.}itn mt Ar"ﬂ I/}"‘ = Air"' V'i" —Ai'm Vji' ¥
(1.5) ¥ V= 0V sV T's + TV —"T S uVim— "Ti'n Vs

In diesem Aufsatz wollen wir in den ndchsten Paragraphen einige Sdtze iiber
Eigenvektoren von T. Otsukr (vgl. [5], §5.) in die F—0,-Riume iibertagen, wohl
aber mit einer etwas verinderten Beweisfithrung, als T. Otsuki in [5] beniitzt hatte.
In den Paragraphen 3—4 werden wir dann in den zwei- und dreidimensionalen
Finsler—Otsukischen Rdumen die Struktur von Pj, und die der Eigenvektoren
beziiglich auf ein natiirliches n-Bein eingehend untersuchen. Endlich werden wir
diejenigen F—0,;- und F—04-Ridume bestimmen und einige charakteristische
Eigenschaften jener Rdume angeben, in denen Pi=(Q} besteht.

§ 2. Siitze iiber Eigenvektoren in F—O,-Riiumen

Das Vektorfeld Vi(x, x) ist ein Eigenvektorfeld, kurz ein Eigenvektor mit der
Eigenfunktion A(x, %), falls lings Folge (x'(f), X'(#)) der Linienelemente

2.1) Pi(x, YV (x, X) = A(x, ¥WVi(x, X), % =x(@), =)

giiltig ist. Nach unserer Annahme (1.3) ist der Vektor I in den von uns betrachteten
Rédumen immer ein Eigenvektor mit der Eigenfunktion A=1. Offenbar ist auch
o(x, ¥)I Eigenvektor, aber wir werden in den Paragraphen 3—4 zeigen, daB3
auch andere Eigenvektoren existieren.

Bilden wir nun das invariante Differential D von P{¥/ und AV', so wird aus
(2.1) auf Grund von (l.1a):

2.2 VIdPi+ PidV'+ (A @* (d)+ T/ dx*) PV = Vidi+ADV'.

Wir berechnen nun dPj. Es ist wegen der Homogeneitit von nullter Dimension
von Pjin den X':

dP} = B, Pidx*+ Piudl* = 0P~ P}y Ti%) dx* + Pl @* (d).
Mit Hilfe von (1.2) eliminiert man aus dieser Formel 9, P%; es wird somit

(2.3) dP} = P}, &*(d)+ (T % Pi-"T} P)dx".
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Driickt man in (2.2) dV7 mittels

(2.9 dVi = DVI—(A4, @ (d)+'T/J dx*)V*

aus, eliminiert man dann dPj mittels (2.3), so wird nach (1.1), (1.4) und (1.5):
DV +(V Pi@* (d)+ (V) P3dx" Vi = Vidi+ADV',

und nach einer Kontraktion mit P} bekommt man

(2.5) PIDV' = \DV*+yhQ Vi

(2.5a) Yhis):= A(dA) ol — (P"V,‘P @* (d)+Dds"),

wo (2.5a) einen gemischten Tensor zweiter Stufe bestimmt und selbstverstindlich

D&%=(V, 6%) P Ptdx* bedeutet.
Wir wollen nun durch vollstindige Induktion die Verallgemeinerung von (2.5)
beweisen.

Satz I. Ist V' ein Eigenvektor lings jeder Folge (x'(1), (1)) der Linienelemente,
d. h. ist (2.1) giiltig, so gilt auch

m—1
(2.6) PID"Vi = iD"Vh+ 3 yRmDeyi  (m=1,2,3,..)
e=0
wo DVI=V' und Y4 durch die Rekursionsformeln
(2.6a) Y3 =0, wenn o=o, Yi2,=0, (6=0,1,2..)
(2.6b) YAV = b5 {A(d2) 8 — PIV, P4 G — D)+ (d2) WA +

+ 05 (PG 1) + DY) — (D) Py
m=0,12..) (=0,12,..,m)
und die Anfangsfunktion durch (2.5a) angegeben sind.

Bemerkung. Die in Klammern gesetzten Indizes sind jetzt und im folgenden
nicht tensorielle Indizes; diese bedeuten Skalare. Aus (2.6b) bekommt man iibrigens
(2.5a), falls in (2.6b) m=0 gesetzt und (2.6a) beachtet wird.

BewEls VON SAT1z I. Wir haben gezeigt, daB aus (2.1) die Formeln (2.5) und (2.5a)
folgen, was mit (2.6), (2.6a) und (2.6b) identisch sind, falls in (2.6) m=1 und in
(2.6b) m=0 gesetzt wird. Nehmen wir an, daB (2.6) bis ein m=1 giiltig ist. Bilden
wir auf beiden Seiten von (2.6) das invariante Differential (1.1a), so wird:

(dPYD™VI+ PhdD™ Vi +(A}, @ +'T iy dx*) PSD"VI = ) DDV +(d2) D™V +
m—1 m—1
+ Z @ DV D) + 3 (Aha @)+
= e=

Lhdx*) DV, (m=1,2,..).
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Wir werden jetzt ungefihr analog zu diejenigen Rechnungen verfahren, die
uns von (2.2) zum (2.5) fiihrten. Vor allem eliminieren wir dD™V/ bzw. dDeV’
analog zur Formel (2.4), wo aber jetzt statt V/ die Vektoren D™V/ und DeV/’
vorkommen werden, ferner beniitzen wir noch die Identitit (2.3) fiir die Elimiation
von dPj und die Identitit

DY = Dyl —(DaYAE, D& = (T'f5—"T ydx",

wo ‘D das allein mit ‘T";’; und natiirlich mit 4, gebildete invariante Differential
bedeutet, womit man erhilt:

DV = DDV —(V, Pha* + P3 DS} D"V +diDm V" +
m—1 = m—1 28

+ > yYhm DDevi4 3 (Dyhim) —yhim D5y Devi, m =1.
e=0 =0

Eine Uberschiebung mit P} gibt dann unter Beachtung von (Dy/4{m) Pj= QDY
und (2.6):

m=1
@.7) PLiD™+1ph = J D+ YL dj(AD"V i+ 3 yiim Deyd)—
=0

* m=1 m=1
—(PiVi Pi@*+D3)D"VI+ 5 PLOGIE De¥ Vi + 2 QD) -
e=

e=0

— Piyhm DssyDevi .

s(e)

Schreiben wir jetzt die zum (2.6) analoge Formel mit (m+1) statt m auf, d. h.

(2.8) PLD"+1Y% = JD"+1pi 4 3 ylms D) pey,

e=0

vergleichen wir jetzt (2.7) und (2.8), so kann leicht festgestellt werden, dal — von
den Indizes abgesehen — Y& eben mit (2.6b) iibereinstimmt, womit der Induk-
tionsbeweis von (2.6) beendet ist.

Bemerkung. Die Formeln (2.6), (2.6a) und (2.6b) entsprechen den Otsukischen
Formeln (5.16), (5.17)—(5.19) von [5], doch ist jetzt (2.6) etwas anders ausgedriickt
als in [5] war. Dementsprechend hat auch (2.6b) eine andere Form als in [5] die
entsprechende Formel (5.18).

Einen interessanten Typ bestimmt der Fall in dem ldngs der Grundelementfolge
(¥(0), (1) .
(2.9) PiVi P &* (d)+Dd% =0

besteht. Dieser Fall gibt die Verallgemeinerung von Theorem (5.7) der fundamentalen
Arbeit [5] von T. Otsuki (vgl. [5], S. 120). In einem Punktraum ist nimlich nach

(1.4) {?,‘P}EO, womit (2.9) sich auf Dé%=0 reduziert. In den F—0,-Rdumen
gilt der folgende



Uber spezielle Finsler—Otsukische Riume 189

Satz IL. Ist V' ein Eigenvektor, d. h. es gilt (2.1), besteht auch (2.9) lings der
Linienelementfolge (x'(1), X'(1)), so besteht:

(2.10) PID™V = JD"Vh 4 ZW‘ DVE, (m=1,2,..)

und die Skalare 5,’,",) sind Polynome von A,dA, ...,d™)., ferner es ist:

(2.10a) !M.l]% = Ad2, D°Vi.=Vi,
(2.10b) : V8 =0, wenn 0=¢=0, oder o=-1,
(2.10c) Vit = AdAoT +d (MW )+ 2 V@ ay @ +y iy,

(m=12.. 0 =201 .Mk

Bewers. Aus (2.1) folgt, wie wir es gezeigt haben (2.5), was wegen (2.5a) und

(2.9) sich auf
P'DV' = ADV*+ A (di)V*™

reduziert. Diese Formel stimmt aber — abgesehen von der Bezeichnung der Indi-
zes — mit (2.10) und (2.10a) iiberein, falls m=1 gesetzt wird. Unser Satz II. ist
also fiir m=1 giiltig.

Angenommen, daB (2.10) bis ein m=1 und (2.10a) bestehen, folgt nach der
Operation D von (2.10):

(dPY)D"V'+P}dD"Vi+(A @+ T dx*) PiD"V' =
m=—1
= ADD™V - (dA)D™V+ 3 (dy) DRV 4™ DDeV'™),
e=0

Eswird nun dP! wieder mittels (2.3) und dD™V* mittels der Formel (2.4) eliminiert,
wo aber jetzt statt ¥/ der Vektor D™ V" gesetzt werden soll; somit wird:

(Vi P& + (V0% Pidx¥) D"V + D"+1V'h = JDD"Vh +
+(@)D"V+ 2 (d (@) DeV+y () DDeV™).

Eine Kontraktion mit P} gibt wegen der Annahmen (2.9) und (2.10) und nach
gewissen Verinderungen der Summationsindizes:

m—1
(2.11) PiD™ V% = JD" Wit di(AD™VI+ 3 YW DVI)+
a=0

a—1
+ S {EROD I+ BGDV) Y 0V
=0
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Beachtet man in dieser Formel die Identitdten

m2—|1

a=0 ¢

-1

Q

=1 g—1
@EWGDV = 2 2 v @ E)Dv,

o=

m—1 m
> W@D i = 3 Wy DV,
a=0 o=0

was wegen (2.10b), genauer wegen {™;,:=0 offenbar bestehen, so kann leicht veri-
fiziert werden, daB (2.11) die Form

@.12) P{D™1ph = Jpn+iyiq 3 ymsv) peyi
a=0
hat und ¥ {"*? eben durch (2.10c) festgelegt ist.
Damit ist der Satz II. vollstindig bewiesen. Die Formeln (2.10a)—(2.10¢c)

bestimmen eine Rekursionsformel fiir die Funktionen {, die Skalare sind und
nach ihrer Bildung von 4, d4, ..., d™. abhingen, wie behauptet wurde.

§ 3. Eigenvektoren in den zwei- und dreidimensionalen
Finsler—Otsukischen Riaumen

In den F—0,-Ridumen existiert das von L. BERWALD in [1], §4. urspriinglich
fiir Finslerriume konstruierte natiirliche Zweibein, d. h. dessen Grundtensoren
allein von (x', ') abhingig sind. Die Grundvektoren sind nach L. Berwald’s Be-
zeichnung der Vektor ue;,-::!, und &= —&; P=hy(x, %), wo der schiefsymmet-

: 0, fir i=j .
rische e-Tensor: &;:= Ve, fiir i=1, j=2, 5t (vel. [1], (4.2)).

Die Struktur des Fundamentaltensors P} ist nach (1.3) und nach der Symmetrie-
bedingung P;=P; in den F—0O,-Riumen (vgl. [4], Bemerkung auf S. 125):

J
(3.1) P} = &j+nl = 8\ +ahih;, nj:=ah'h;, ox=-—1,

wo a=ua(x, X) einen in den X’ von nullter Dimension homogenen Skalar bezeichnet.
Die Bedingung a# —1 ist notwendig, daim Fall a= —1 wiirde wegen 8}=/'l;+h'h;
(vgl. [1], (4.1)(b)) der Tensor Pi=I'l; sein, somit wiirde P} wegen Det(P})=0
keinen inversen Tensor haben. .

Ist nun Q' der inverse Tensor von Pj, d. h. ist P{Q%=4}, so folgt wegen (1.3),
nach Kontraktion mit 7, daB auch Q%/=/* ist; aus der Symmetriebedingung von
PF folﬁt auch die Symmetrie von Q;;. Somit muB8 Qf dieselbe Form haben, wie
Fi.d. h

(3.2) 0 = &+ a*(x, X)h'h;.
Aus der Bedingung P{Q[=4} folgt nun nach (3.1) und (3.2), daB

o
14+

a+o*+ax*=0, dh of=-—
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bestehen muB. Aus (3.2) folgt somit

(33) Q)= &)—

o #—1,

was wirklich den inversen Tensor von (3.1) bestimmt, wie das leicht bestiitigt werden
kann.

Nach diesen Vorbereitungen bestimmen wir die Form der Eigenvektoren des
F—0,-Raumes in dem (3.1) giiltig ist. Es gilt in den echten F—0,-Rdumen, wo
also Pi#=0% ist, der

Satz IIl. Hat in einem echten F—Qy-Raum der Tensor P} die Form (3.1), so
ist ein Vektor V' dann und nur dann Eigenvektor, wenn entw eder V'= =ol', oder
Vi=ch' ist, wo ¢ und o Skalare bedeuten.

Bewgss. Die allgemeinste Form von V' im F—0,-Raum ist V'=ol'+aoh',
wo ¢ und o skalare Funktionen bedeuten. Ist nun ¥ ein Eigenvektor, so folgt aus
(2.1) und (3.1)

(8% +ah'h)) (ol +ah’) = i(ol'+ah'),
woraus
ol' +(oc+ao)h' = Jol'+ iah'

folgt. Das bedeutet aber, dal
e(1=4) =0, o(l1+a—=4)=0

gelten miissen. Aus der ersten Gleichung folgt somit, daBl entweder ¢=0, oder
=1 ist. Ist nun A#1, so muB ¢=0 sein, ¥’ hat also die Form: V'—crh‘ Ist
i=1, so ist ex=0; es ist also entweder ¢=0, d. h. V'=pl, oder a=0. Im
letzteren Fall wire aber nach (3.1) Pj=4%, der Raum wire somit kein echter
F—0,-Raum, sondern ein gewdhnlicher Finslerraum.

In den dreidimensionalen F—0O3;-Rédumen hat der Tensor PJ nach den im
Paragraphen 1 gestellten Forderungen (P;; ist symmetrisch und P{=/) die Form:

(3.4) Pl = &\ +ah h;+Bkik;+y(hik;+ k' h)),

wo a, f, 7 von (x', x') abhiingige Skalare bedeuten. Die Vektoren (I, h, k) bezeich-
nen in (3.4) und im folgenden das natiirliche orthonormierte Dreibein (vgl. [3], § 2.).
Da der inverse Tensor von P} dhnliche Struktur haben muB, hat man

(3.5) Q) = &4 +o*hihy+B*k'k;j+vy* (h'k;+ k' hy),

wo a*, B*, 7" wieder Skalare bedeuten. Aus der Identitit PiQ{=4f folgt nun das
Gleichungssystem

(a) o«*(1+a)+y*y+a=0,

() pA+p+y*y+B=0,

© a*y+y*(1+p+y =0,

d) pr+r*(1+0)+y =0.

Bemerkung. (3.6) (a)—(d) sind die Koeffizienten von h'h,, k'k,, k'h, und h'k,
in PiQ{—6,=0. —

(3.6)

3.
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Es kann leicht verifiziert werden, daB das Gleichungssystem (3.6) im allgemeinen
(aber nicht immer) Isbar ist, da die Determinante des Systems (3.6) verschwindet,
d. h. es gibt in (3.6) auf «*, f*, * nur hochstens drei linear unabhingige Gleichun-
gen. Z. B. folgt aus (3.6) fiir y*=y=0

e o s o s o o 5 &
o P p Tk (-1, B#-—1)
und dann ist (3.4) dhnlich zum 2-dimensionalen Fall.

Einen weiteren interessanten Spezialtyp bekommen wir, wenn a=f=-1,
gesetzt wird. Aus (3.6) (c), (d) folgt dann, daBB o*=p*= —1 und nach (a), (b) y*=y"L.
Wegen 8;=I'l+h'h +k'k, (vgl. (3], Formel (43), wenn in (43) ein Index aufgezogen
wird) bekommt aus (3.4) und (3.5):

(3.7 Pi=11+y(Wk;+k'h), y#0,
(3.8) Ol = Vly+y ' (Wky+ K/ hy).
Kehren wir zum allgemeinen Typ (3.4) zuriick. Es gilt der

Satz IV. Hat in einem F—Qgy-Raum der Tensor P die Form (3.4), so sind die
Vektoren V'=pl' immer Eigenvektoren mit der Eigenfunktion: o(x,X). Es ist
ferner V' Eigenvektor mit der Eigenfunktion J(x,X)#1 dann und nur dann, falls
Vi die Beindarstellung V'=ch'+tk' hat und

(3.9) Jl(a) o(1—ita)+yr =0

(b) oy+(1—i+Pr=0
bestehen. Ist .=1, und gilt
(3.9a) P = ap,

so hat der Eigenvektor V' die Beindarstellung:

(3.10) Vi= Qf!—% h+1ki, wenn o #0,

(3.10a) V= QV—I-ahf—a—;kf, wenn f # 0.

Bewers. Die erste Behauptung, daB nimlich off Eigenvektor ist, ist offenbar
trivial.

Nehmen wir jetzt an, daB A(x, X)#1 ist und Vi ein Eigenvektor ist, d. h. es
besteht (2.1). Die Beindarstellung von V' sei:

(3.11) Vi=ol'+oh'+1k',

wo ¢, g, T selbstverstindlich Funktionen von (x', x¥) sind.
Hat nun P die Form (3.4) und schreibt man (2.1) in die Form

(3.12) (Pi—i(x, &)V =0,
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so bekommt man nach (3.11)
(3.13) o(1 =Dl +{o(1 =2+a)+yt}hi+ {t(1 =2+ p)+yo}k' =

Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar, daB die einzelnen Koeffizienten der Vektoren
I, h' und k' verschwinden miissen. Wenn also 231, so muB ¢=0 sein und V*
hat nach (3.11) die Form V'=gh'+1k', wo aber noch (3.9) bestehen. &, T konnen
aber nicht gleichzeitig verschwinden, sonst wire nach (3.11) und wegen ¢=0 auch
Vi=0. Die Umkehrung ist fast trivial, da aus V'=gh'+1k' und (3.9) folgt (3.13),
was mit (3.12) identisch ist. Die Formel (3.12) driickt aber schon aus, daB V*
Eigenvektor mit der Eigenfunktion 4 ist.

Nehmen wir letztens an, daBl (3.9a) besteht und A=1 ist. Angenommen, daB
der Eigenvektor V! die Form (3.11) hat, folgt wieder aus (3.12) die Relation (3.13),
wo aber jetzt A=1 gesetzt werden soll. Das reduziert aber (3.13) auf

(3.14) (@ oca+yr=0, (b) oy+pr=0
Nach der Bedingung (3.92a) hat (3.14) auf ¢, T auch nichttriviale Losungen und (3.14)
enthilt im wesentlichen nur eine Bedingung fiir o, 7. Ist a0, so ist o= —l:—

ist B0, so ist 1=—-%'-~ und aus (3.11) erhalten wir eben (3.10) bzw. (3.10a).

Die Umkehrung ist leicht beweisbar; (3.10) und (3.10a) sind nach (3.4) Eigen-
vektoren, falls (3.92) besteht. Damit haben wir den Satz IV. vollstindig bewiesen.

§ 4. 2- und 3-dimensionale reell-unitire F— O,-Riume

Definition. Ein Finsler—Otsukischer Raum wird reell-unitir genannt, falls der
Fundamentaltensor P% mit seinem inversen Tensor QF identisch ist.

In diesem Paragraphen wollen wir noch bestimmen, wann die im vorigen unter-
suchten Type reell-unitir sind und die reell-unitiren F-—O0,-Riume (n=2,3)
charakterisieren.

Erstens bestimmen wir die moglichen Eigenfunktionen der n-dimensionalen
reell-unitiren Rdume, die wir im folgenden durch F— O} -Riume bezeichnen werden.
Es gilt:

Satz V. Die Eigenfunktion . eines F—QOpy-Raumes ist immer A=1, oder

=1,

BEWFls Aus PiVi=)V' folgt nach einer Kontraktion mit Pf wegen PfPi=
. (Vk=) PEPLVI=)PVi=)2V* woraus 2*=1, w.z.b. w.
Wu' geben jetzt die moglichen Type der F— O"‘-Raumc an (n=2, 3,). Es gilt der

Satz VL. Esist in den F—O3-Réumen:

(4.1) Pi=11;,—h'h,
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charakteristisch. In den F—O3-Rdumen hat P’ eine der beiden miglichen Formen:

4.2) P = &' —2h'h;—2k'k;,
4.3) Py = &+ah'h;—(a+2)k'k; £V —a(a+2) (h'k;+k'h)),
(-2=a=0),

wo a(x, X) einen beliebigen Parameter bedeutet.

Bewes. In einem F—0j3-Raum ist der durch (3.1) angegebene Pi-Tensor mit
dem durch (3.3) angegebenen Q';-Tensor identisch. Daraus folgt aber a= —a(l +a)"1,
was mit = —2 identisch ist. Es gilt somit: Pi=46%—2h'h;. Beachten wir jetzt cl:e
wohlbekannte Relation: &%= I‘[ +h‘h (vel. [l], (4 1) (b)), so bekommt man un-
mittelbar (4.1), womit die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist.

Der dreidimensionale Fall kann aus (3.6) abgeleitet werden, wenn o«*=ua,
B*=p, y*=y gesetzt wird. Aus (3.4) und (3.5) folgt dann, daB Pj=0Q} ist. Aus
(3.6) bekommt man aber fiir die F—O03-Riume:

a(l+a)+y*+a =0,
(4.9 B(+p)+y*+p =0,
(@+p+2)y =0,

da a=a", f=p% y=7y" ist. Nach der dritten Gleichung von (4.4) gibt es also zwei
Type der F—O0j-Riume, undzwar sind diese durch 1) y=0, bzw. 2) a+f+2=0
charakterisiert.

Ist y=0, so folgt aus (4.4), daB a;=0, ay=—2, p;=0, B,=—2 moglich sind
und die («; f,)-Werte konnen von diesen Mdoglichkeiten beliebig gewidhlt wer-
den. Selbstverstandlich ist «=0, f=0 nicht moglich, da sonst wire wegen y=0
nach (3.4) Pi=¢"%, der Raum wiire also kein echter F—0,-Raum. Fiir a=f=—
und y=0 erhalten wir nach (3.4) den Typ (4.2). Die iibrigen M&glichkeiten, undzwar
=0, f=-2, bzw. a=—2, f=0, sind in den — im folgenden ableitenden —
Typen (4.3) enthalten, wenn in (4.3) =0, bzw. a=—2 gesetzt wird.

Wir miissen also noch die Type von (4.3) ableiten. Das kann leicht durchgefiihrt
werden, wenn in der dritten Gleichung von (4.4) a«+pf=—2 gesetzt wird. Elimi-
niert man f mittels f=—ax—2 von den ersten beiden Gleichungen von (4.4), so
erhalten wir statt (4.4) fiir «, y die einzige Gleichung

a(@+2)+9y2=0

was mit y=+} —a(x+2) aquivalent ist. Das gibt somit nach (3.4) eben den Typ
(4.3), wo a beliebig gewihlt werden kann, doch so, daB y reell sei.

Durch unmittelbare Rechnung kann direkt bewiesen werden, daB die durch
(4.1)—(4.3) charakterisierten Type der Relation PiP{=¢; geniigen, die F—O,;-
-Riaume fiir n=2, 3 sind also wirklich durch Satz VI. angegeben.

Im folgenden wollen wir die Type (4.1)—(4.3) der F—O;-Raume (n=2,3)
durch die Eigenvektoren bzw. Eigenfunktionen kennzeichnen. Es gilt der

Satz VIL. Istineinem F—QOs-Raum mitdem Pj-Tensor (3.1)der Vektor Vi=gh'
immer Eigenvektor mit der Eigenfunktion .= —1, so ist der F—QOgz-Raum ein reell-
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unitdrer Raum. Sind in einem F—Qg-Raum mit dem P'-Tensor (3.4), die Vektoren
Vi=ch'+tk' fiir beliebige Skalare o, t Eigenvektoren mit der Eigenfunktion

A=—1, so ist der F—Oyz-Raum ein reell-unitirer Raum mit dem Pi-Tensor (4.2).
Ist endlich im F—Qg-Raum V'=ch'+tk' Eigenvektor mit .= —1, wenn nur noch
(4.5) I o =R i) (o Dk k0

: T a+t+2’ » ’

besteht, so ist der F—Qg-Raum ein reell-unitdrer-Raum mit dem Pj-Tensor (4.3).

Bewgss. Die F—0j3-Raume sind durch (4.1) gekennzeichnet. Wir miissen also
erstens zeigen, daB wenn V'=ch' ein Eigenvektor mit A= —1 ist, so hat P die
Form (4.1). In den F—0,-Rédumen hat P} die Form (3.1). Ist nun V'=ch' mit der
Eigenfunktion A= —1, so besteht

(0% +ah'h))oh! = —ah'

woraus wegen o#0, a=—2 folgt. Aus (3.1) folgt aber im Fall a= -2 dal} (4.1)
besteht, wie wir schon im Beweis von Satz VI. gezeigt haben.

Nehmen wir jetzt an, daB in einem F—0,;-Raum die Vektoren V‘=oh'+ 1k’
Eigenvektoren mit der Eigenfunktion A= —1 sind. Aus der allgemeinen Form
(3.4) von Pjder F—Oz-Riume folgt:

! {0i+ah'hy+ Bk k;+y (h'k;+ k' h)} (oh! +1kP) = —(oh' + k')

(4.6) [(R+a)o+yt)hi+[yo+(2+p)1]lki = 0.

Diese Gleichung kann aber wegen der linearen Unabhiingigkeit von & und k nur
im Fall

2 =0
@7 {( +a)o+7yT

yo+R2+p)r=0

bestehen. Gilt (4.7) fiir alle Funktionen o, 7, so bedeutet das die Giiltigkeit von
a=pf=—2, y=0, woraus nach (3.4) das Bestehen von (4.2) folgt, wie im Satz
behauptet wurde.

Gilt endlich (4.7) nur im Fall der Relation (4.5), so folegt aus der ersten Glei-

chung von (4.7)
T 2+a V2+cx y (A=Faeva

d. h. y=V —a(2+a), und aus der zweiten Gleichung von (4.7) folgt hiernach

o p+2 —a . wisla
= - e I/:H-Z’ dh p=-—-a—-2.

Substituieren wir diese Werte von f und y in (3.4), so erhalten wir eben die Relation
(4.3) mit + V —a(x+2), der Raum ist also ein F—OZ%-Raum.
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