Die Aczél—Benzsche Funktionalgleichung auf der
additiven Gruppe der ganzen Zahlen

By Z. DAROCZY—E. KOTORA (Debrecen)

1. Einleitung. Die Fragestellung der Arbeit [2] von J. AczfL und W. BENZ
kann auf folgende Weise verallgemeinert werden. Es sei (G, +) eine additiv geschri-
ebene Abelgruppe und o:G*—~G eine assoziative Operation fiir welche die Addition
distributiv ist, d. h.

(1 t+xoy = (t+x)o(t+y)

fiir samtliche x, y, 1€G.
Mit der Bezeichnung f(x):=x00(x€G) und indem wir 7:=—y setzen,
erhalten wir nun aus (1)

(2) xoy=y+f(x—y) (x,y€0).

Auf Grund der Assoziativitit der Operation o und mit Riicksicht auf (2) erhalten
wir nun fiir die unbekannte Funktion f:G—-G die Aczél—Benzsche Funktional-
gleichung

(3) SIx+f] =)+ T=f(x) +x+y],

welche fiir simtliche x, yeG erfiillt ist. Ist anderseits f:G—G eine Losung von
(3), dann ist die durch (2) definierte Operation o assoziativ und befriedigt (1).
Somit ist die Bestimmung sdmtlicher assoziativer, der Gleichung (1) geniigender
Operationen mit der Angabe simtlicher Losungen der Aczél—Benzschen Funktional-
gleichung (3) dquivalent.

Um die Ergebnisse von [2] zu verallgemeinern, hat Z. Daréczy in [3] fiir den
Fall (G, +)=(R, +) simtliche stetige Losungen von (3) bestimmt. Die Voraussetz-
ung der Stetigkeit ist wesentlich, da (3) zwar nichtstetige Lésungen besitzt, eine
Beschreibung derselben aber hoffnungslos scheint. Es sei z. B. f/: R—R eine Funk-
tion fiir welche f(x+y)=f(x)+f(») (x,y€R) gilt, sowie f(1)=1 und f(x)EQ
fiir alle x€R, wobei Q den Korper der rationalen Zahlen bedeutet. Eine solche
Funktion existiert, da man durch rationale Wahl der Werte von f auf der Hamelbasis
eine rationalwertige Losung der Cauchyschen Gleichung erhilt ([1], [4], [5]). Ander-
seits siecht man leicht ein, daB die soeben angegebene Funktion der Gleichung (3)
geniigt, und diese Funktion ist z. B. auf einer Menge positiven Malles nicht meBBbar
([3D).

In dieser Arbeit sei (G, +)=(Z, +), wobei (Z, +) die additive Gruppe der
ganzen Zahlen bedeutet. Unser Ergebnis ist in der folgenden Behauptung enthalten:
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Es sei (Z, +) die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Ist o:Z2—~1Z eine assoziative
Operation welche der Gleichung (1) fiir samtliche x,y,t€Z geniigt, so gilt xoy=x
oder xoy=y oder xoy=max {x,y} oder xoy= min {x,y} fiir simtliche x,ycZ.

2. Idempotente Liosungen. Es bezeichne Mz die Menge derjenigen Funktionen
f:Z-~1Z, welche die Funktionalgleichung (3) fiir alle x, y€Z befriedigen. Ist €M
und f(0)=0, dann gilt wegen (2) xox=x fiir alle x€Z und umgekehrt, ist die
Operation o idempotent, dann gilt f(0)=0. Nunmehr sei MG (cM;) die Menge
derjenigen Funktionen f€M; fiir welche f(0)=0 gilt.

Lemma 1. Es sei fc I, festgewdihlt und
Fi= {x|x€Z; J(x)=x),
N := {x|x€Z, f(x)=0}.
Dann sind F und N Halbgruppen beziiglich der Addition, und mit den Bezeichnungen
A = {f(x)|xcZ},

B := {—f(x)+x|x€Z}
gilt 0EASF, 0€BS N.

Bewers. (i) Ist x, y€ F, dann folgt aus (3) f(x+y)=x+y, d. h. F+FCF.
Ist in (3) x=0, dann gilt [ f(y)]=f(p) fiir alle y€Z, d. h. O€ AS F. (ii) Ist x, yEN,
dann folgt aus (3) f(x+y)=0, d. h. N+NcN. Ist in (3) y=0, dann gilt
fI—f(x)+x]=0 fir alle x€Z, d. h. 0¢BEN. |}

Mit den Bezeichnungen von Lemma 1 gilt offenbar FNN={0}. Es sei M:=
=Z~—FUN die Restmenge.

Lemma 2. Gilt fe9M}, dann sind die folgenden, einander gegenseitig ausschli-
efenden Falle moglich:

(a) F=Z, N={0}
(b) F={0}, N=1Z;
(c) F= —N:= {—x|x€N}.

BeweEss. (i) Gibt es Werte a, b€ F mit a<0<b, dann gilt F=Z und N={0}.
Zuerst zeigen wir N={0}. Andernfalls giibe es ein ¢€N mit ¢=0 oder ¢<0.
Wegen der Halbgruppeneigenschaft von F und N gelten aber fiir ¢>0 die Beziehun-
gen c¢beF und bceN, d. h. 0#cbe FINN, ein Widerspruch. Fiir ¢<=0 erhalten
wir hingegen (—c)a€F und (—a)ceEN, d. h. 0= —accF(IN, ebenfalls ein
Widerspruch.

Wegen N={0} gilt B={0}, d. h. —f(x)+x=0 fiir alle x€Z, d.h. fiir alle
x€Z gilt x€F, und somit ist F=Z. (ii)) Gibt es Werte a,bé N mit a<0<b,
dann gilt F={0} und N=Z. Zuerst zeigen wir F={0}. Andernfalls gibe es ein
cEF mit ¢=0 oder c¢<0. Ebenso wie beim Beweis des Falles (a) wiirde dann
NNF ein von Null verschiedenes Element haben, was einen Widerspruch bedeutet.

Wegen F={0} gilt 4={0},d. h. f(x)=0 fiir alle x€Z, und somitist N=Z.
(iii) Auf Grund des in den Fillen (i) und (ii) bewiesenen kénnen F und N keine
ganze Zahlen verschiedenen Vorzeichens enthalten, und es gilt F={0}, N={0}.
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Es sei ¢cEN und ¢#0. Dann gilt —ce MUF. Im Falle —céM setze man
in (3) x:=c und y:= —¢, woraus

fle+f(=0)]1=0

folgt. Offenbar gilt 0#d:=c+f(—c)éN (—c4 F) und auf Grund von Lemma 1
—d=—c—f(—c)eBS N woraus sich wegen (ii) F={0} ergibt, ein Widerspruch.
Deshalb giit —NC F.

Gibe es anderseits ein ¢€F mit —c€N, dann wiare —ceM. Setzt man jetzt
in (3) x:=—c und y:=c¢, so ergibt sich

0 =f(=)+f[-f(=c),

d. h. —f(—c)€F. Da f(—c)€ASF und (wegen —ceM) f(—c)#=0 gilt, muB
F sowohl positive als auch negative Elemente haben, in Hinblick auf (i) bedeutet
dies aber einen Widerspruch. Somit gilt —N=F. |}

Lemma 3. Fiir feM) und M#9 gilt 1€ M und —1€M.

BEwEIs. Aus Lemma 2. ergibt sich daB in diesem Falle (a) und (b) nicht erfiillt
sind, so daB (c) gelten muB. Dann gilt z. B. im Falle 1€ F wegen F+FCF die
Beziehung NU{0}S F, sodann wegen (c) —1€N, d. h. wegen N+NCN ist
(—N)U{0}EN. Dies bedeutet nun FUN=Z, d. h. M=0, ein Widerspruch.
Im Falle —1€F verlduft der Beweis ganz dhnlich. Jj

Lemma 4. Fur feWy gilt M=0.

Bewels. Wegen Lemma 3 geniigt es zu zeigen, daB sowohl 1€M als auch
—1€M zu einem Widerspruch fiihren.

Es sei f(1):=a, f(—1):=b, dann gilt a,b4{0,1, —1}, wegen Lemma |
a,beF, (d. h. —a, —beN), und wegen der Behauptung (i) von Lemma 2 ab=0.
Setzt man in (3) x:=1, y:=—1, so ergibt sich

4 S(1+b)=a+f(—a)=a,

anderseits folgt wegen b=f(b) aus (3)

(5 S(+b) =f(1+f(b)) = a+f(—a+1+Db).
Setzt man x:= —1, y:=1, so erhilt man aus (3) auf dhnliche Weise:
(6) f(=1+a) = b+f(—b) = b,

und wegen a=f(a) folgt

0 f(=14a) = fI-1+/(@)] = b+f(—b—1+a).

Aus den Gleichungen (4) und (5) sowie aus (6) und (7) ergibt sich: ¢:=(—a+1+b)EN
und —b—14+a=—(—a+1+b)=—cEN. Fiir ¢#0 folgt daraus, dall ¢ und —¢
beide Elemente von N sind, dann gilt aber wegen Lemma 2 (ii)) M =0, ein Wider-
spruch. Folglich ist ¢=0, d. h.
®) a=1+b.

Nunmehr zeigen wir, daBl

) f(l+na) =(n+1)a

s‘
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und
(10) f(—=14nb) = (n+1)b

fiir samtliche neNU {0} erfiillt sind. Da (9) und (10) fiir n=0 definitionsgemaB
richtig sind, sollen jetzt (9) und (10) fiir irgendein » gelten. Dann hat man wegen (3)

fI1+(n+a) = f[(1+na)+f(a)] =
= f(1+na)+f[—f(1 +na)+1+na+al =
=m+Da+f(1) =(n+2)a

JI=1+(n+1)b] = f[(—1+nb)+f(b)] =
=f(=1+nb)+f[f—(—=1+nb)—1+nb+b] =
= (n+1)b+f(—1) = (n+2)b,

d. h. (9) und (10) sind auch fiir (n+1) erfiillt.

Aus den Gleichungen (9) und (10) ergibt sich (14+na)¢M und (—1+nb)eM
fiir saimtliche neNU {0}.

Da ab=0 ist, sind zwei Falle méglich: (1) a=0, b=0; (2) a<0, b<0.Im
Falle (1) sei n:=b—1 dann gilt auf Grund des Vorangehenden 1+(b—1)acM,
d. h. wegen (8) 1+(b—1)(b+1)=>b*¢ M. Anderseits gilt b>=bbc F, d. h. M F#0,
ein Widerspruch.

Im Falle (2) sei n:=—a—1, dann gilt —14+(—a—1)beM, d. h. wegen (8)
—~1+(—a—1)a—1)= —a* M. Anderseits haben wir —a*=(—a)ac F,d.h. M F=0
ein Widerspruch. |j

Satz 1. Im Falle /€M, gilr

und

(11) S(x)=x
oder

(12) f(x)=0
oder

(13) 0 = 2 (xl+2)
oder

(14) £6) = 5 ()

fiir alle x€Z.

BewEls. Aus der Behauptung (a) bzw. (b) von Lemma 2. erhalten wir die L6-
sungen (11) bzw. (12). Aus der Behauptung (¢) von Lemma 2. und aus Lemma. 4.
ergibt sich F=—N und FUN=Z. Ist nun 1€F, dann gelten F=NU {0} und
N=(—N)U{0}, woraus wir die Losung (13) erhalten. Ist endlich —1€F, so gelten
F=(—N)U{0} und N=NU{0}, woraus sich (14) ergibt. Anderseits sicht man
leicht ein, daB die durch die Gleichungen (11), (12), (13) und (14) angegebenen Funk-
tionen Elemente von MY, sind. |}
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3. Mz=M,,. Auf Grund der vorangehenden Untersuchungen geniigt es dieje-
nigen Losungen f€Mz zu bestimmen, fiir welche f(0)=0. Wir zeigen, dass solche
Lésungen nicht existieren, so dass Mz=MY, gilt.

Lemma 5. Es sei feMy und

(15) e(1):=0, on+l):=flp(m] (n=1,2,..).
Dann besitzt die Funktion ¢@:N-—Z die Eigenschaft der vollkommenen Additivitdt
(16) @(nm) = @(n)+¢@(m)

fiir alle n,méN, und auch die Eigenschaft |E| aus ¢@(n)=q@(m) folgt @(n+1)=
=@(m+1).

BeEwels. Fiir fEMy ist die Operation xoy:=y+f(x—y) (x,y€Z) assoziativ.
Deshalb folgt aus (15) wegen f(x)=xc0 die Beziehung

@(n) = 0000...00,
1 2 n

- —

woraus sich

(17 @(n+m) = @(n)op(m)
fiir alle n, mEN ergibt, d. h.
(18) @ (n+m) = @(m)+fIo(n)—e(m)).

Wir zeigen, daBl (16) gilt. Bei festgewihlten n gilt (16) fiir m=1. Ist nun (16)
fiir irgendein m richtig, so erhalten wir wegen (17) und (18)

e[n(m+1)] = @(nm+n) = @(nm)o@(n) =@ (n)+fle(nm)—e(n)] =
=@m)+flpm)] = @(n)+e(m+1),
d. h. (16) gilt auch fiir (m+1). Da f:Z-Z eine Funktion ist, gilt wegen (18)
folgendes: ist @ (k)—@()=¢(k')—¢(I'), dann ist
pk+D—o() = @K'+ )= (1).

Daraus ergibt sich indem man /=/":=1 und k:=n, k":=m setzt, daB3 aus ¢(n)=
=@ (m) die Gleichheit @(n+1)=¢(m+1) folgt, d. h. die Eigenschaft |E| ist giiltig.

Lemma 6. Falls @:N—Z vollkommen additiv ist (d. h. der Bedingung (16)
geniigt) und die Eigenschaft |E| besitzt, gilt @(n)=0 fiir alle nEN.

Bewess. (i) Folgt aus @(n)=¢(m) die Gleichheit n=m, so gilt die Eigen-
schaft |E| und ¢ ist invertierbar. Mit den Bezeichnungen a:=¢(2) und b:=¢(3)
(a, b€ Z) ist dann ab#0. Anderseits gilt

(19) —ba+ab=0
und es gibt natiirliche Zahlen k;, ,¢éN (i=1, 2) derart, dal —b=k,—1,, a=k,—1,.

Aus (19) folgt nun
k1ﬂ+kgb = Ila"'lgb,
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d. h. wegen (16)
@(2M13%) = kja+kyb = La+1,b = @ (2113"),

und daraus folgt wegen der Invertierbarkeit von ¢ daBB k,=/, und k,=/, ist, ein
Widerspruch.

(i) Nehmen wir jetzt an, daB es Werte n, méN, n<m gibt, fiir Welche ¢(n)=
=@(m). Dann existieren fiir jedes xéN mit x=m Werte /ENU{0} und k¢
€{0, 1, ...,m—n—1} derart, daB

x=m+k+I(m—n)
ist. Wir zeigen, daBB mit der Bezeichnung n:=m—n=0 die Bezichung
¢(x+p) = 9o(x)

gilt. Wegen der Eigenschaft |[E| haben wir @(n+1)=¢(m-+1) fiir jedes €N, und
daraus folgt

¢(x+p) = @[m+k+(+1)(m—n)] = pln+k+(+1)(m—n)] =
= @[m+k+I(m—n)] = ¢(x).

Dies bedeutet, daB fiir x=m die Funktion ¢ periodisch ist mit der Periode p=0,
folglich ist die Menge {¢(n)ln€Z} endlich und ¢ beschrinkt. Daraus ergibt sich
@(n)=0 fiir alle n. Andernfalls gibe es eine Primzahl p mit ¢(p)=:a#0 und daraus
wiirde wegen ¢(p*)=ka (k€N) die Unbeschrinktheit von ¢ folgen. [J

Korollar. Fir feMy gilt f(0)=f[e(1)]=p(2)=0, d. h. M;=M]Y,.

4. Das Hauptergebnis. Wegen des Vorangehenden gilt Mz=M7, so daB wir
auf Grund des Satzes 1 das folgende Ergebnis aussprechen konnen:

Satz 2. Es sei (Z, +) die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Falls die Operation
0:Z*~+1Z assoziativ ist und der Gleichung (1) fiir alle x,y,tcZ geniigt, so gilt

(20) xoy=x

oder

1) xoy=y

oder

(22) xoy = max {x, y}
oder

(23) xoy = min {x, y}

fiir alle x, yeZ.

Bewess. Es gilt xoy=y+f(x—y) (x,y€Z) mit fEMz. Da Mz=My ist,
folgt wegen der Behauptung von Satz 1 (20) aus (11), (21) aus (12), (22) aus (13)
und (23) aus (14). |}
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