Champs presque F-principaux

Par LIVIU NICOLESCU (Bucarest)

Dans cette article on introduit les champs presque F-principaux dans I’algébre
associ¢e a un champ tensoriel de type (1,2)(§1). Dansle § 2 on introduit les conne-
xions presque F-principales. Dans le dernier paragraphe on met en evidence une
propriété des hypersurfaces sphérique.

§ 0. Introduction

Soit M une variété C=-différentiable et a n dimensions. On note par F# (M)-
I'anneau des functions réelles de classe C= sur M et par 7 (M)-le # (M )-module
des champs de tenseurs de type (r.s) sur M. Particuliérement, pour 7 §(M), resp.
F (M), on utilise de méme la notation 2 (M), resp. N'(M).

Considérons un champ tensoriel A€7 3(M). Si I’ on definit le produit de deux
champs de vecteurs X, YeZ (M) par la formule XoY=A(X,Y), alors Z (M)
devient une # (M)-algébre. Cette algébre s’-appelle I'algébre associée a A et sera
notée par % (M, A) [5].

§ 1. Champs presque F-principaux

Soient A€T }(M) et FETHM).
Définition 1.1. Un champ XeZ (M) s’appelle champ presque F-principal dans
I'algébre % (M, A) s'il existe deux 1-formes w, n€ A'(M) telle que:

(1.1) AZ, X)=w(ZD)YX+n(2)F(X), (V)ZcZ(M).
Remarque 1.2.

1.2.1. Si n=0 et w=0, alors (1.1) nous montre que X est un champ spécial
dans l'algébre % (M, A) [4].

1.22. Si n=0, alors (1.1) nous montre que X est un champ principal dans
Ialgebre % (M, A) [4].

1.2.3. Si @=0, alors X est un champ F-principal dans l'algébre % (M, A).
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1.2.4. Soient w,, nec N'(M) et soit P'(M, F) I'ensemble des champs presque
F-principaux dans I'algébre % (M, A). Alors I'ensemble

{XeP' (M, F): A(Z,X) = 0y(Z)X+no(Z)F(X), (V)ZeX(M))
est une # (M)-sousmodule du module 2 (M).

Définition 1.3. Soit X€P'(M, F). Si les vecteurs X, et F,(X,) sont indépen-
dants pour tout p€ M, alors X s’appelle champ preque F-principal de directions. Les
trajectoires des champs presque F-principaux de directions sont appellées courbes
presque F-principales.

Proposition 1.4. Soit XcU (M, A). Supposons que les vecteurs X, et F,(X,)
sont indépendants (¥)pc M. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) X est un champ presque F-principal de directions.

(1) Pour tout Ze X (M) on a la relation:

(1.2) {A(Z, X)@X—XRQRA(Z, X)}R{F(X)®X—-XRF(X)}—
—{FX)QX—XQF(X)}R{A(Z, X)®X-XRA(Z, X)} = 0.
DFEMONSTRATION (i)=>(ii) Puisque X,#0, (v)peM, de(l.1)on a:

(1.3) A(Z, X)RX = w Z2)XRX+n(Z)F(X)®X,

(1.3) XRA(Z,X) = w(Z) XX+ Z)RF(X).

De (1.3) et (1.3’) nous obtenons:

(1.4) AZ, X)RX—XQA(Z,X) = n(Z){F(X)@X—X® F(X)}.

Puisque les vecteurs X, et F,(X,) sont indépendants (Vv)peM, de (1.4) on a:

(1.5) {A(Z, X)X - XRA(Z, X)}@{F(X)@X-X®F(X)} =
=n(Z){FX)RX—-XQRF(X)}®{F(X)®X—-X®F(X)},

(1.5) {(FX)®X—XQRF(X)})R{A(Z, X)RX—XRA(Z, X))} =

=n(Z){F(X)@X—-X® F(X)}®{F(X)®X—-X® F(X)).

De (1.5) et (1.5") on obtient (ii).

(i)=(1) De (1.2) il résulte que les champ A(Z, X)@X-X®A(Z,X) et
FIX)@X—=X®F(X) sont colineaires, (v)Ze#Z(M). Donc il existe une fonction
hZE f(M} t.q.

(1.6) A(Z, X)RX—-XQRA(Z,X) = h(F(Z)RX—-XQF(Z)), (Y)Zcx(M).
Puisque les vecteurs F,(X,) et X, sont indépendants, (v)peM de (1.6) il résulte:
(1.6") hzey = hz+hy, (V)Z,VEZ(M),

(1.67) hy, = why,, (Y)ZEA (M), (V)uceF (M).

De (1.6") et (1.6”) nous avons hy=n(Z). (V) Z€Z (M), ou n est une 1-forme sur M.
Maintenant la relation (1.6) on écrit:

(1.7) {A(Z, X)—n(Z)F(X)}®X = XQ{A(Z, X)—n(Z) F(X)).
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La relation (1.7) nous montre que les champs A(Z, X)—n(Z)F(X) et X sont coli-
neaires, (v)Z€eZ (M). 1l résulte qu’il existe une fonction f,€# (M) t.q.

(1.7 A(Z, X)—n(Z)YF(X) = f2X, (Y)ZEZX(M).
Puisque X,>0. (¥)peM, de (1.7°) on obtient:

(1.8) Jzav =J2zt Sy, (Y)Z,VEX (M),
(1.8") fuz=uz, (VucFM),(V)Zct(M).

De (1.8) et (1.8") nous avons f,=w(Z), (V)ZcZ (M), ou w est une 1-forme sur
M. Maintenant la relation (1.7") on écrit:

(1.7 AZ, X)=n(Z)F(X) = o(Z)X, (V)ZeZ (M)
c’est-a-dire justement (1.1).

Remarque 1.5. Soient AYy, Fj, resp. X' les composantes de A, F, resp. X dans
une systéme de coordonnées locales. Alors (1.1) s’écrit:

(I.I') ;;Xil‘wer+qkf;'x‘,

ou wy, resp. 1, sont les composantes locales de w, resp. 5. En coordonnées locales
la relation (1.5) s’écrit:

139 Bj’,:;’,‘,',,X"X"’X"‘X' =0
ou
(1.9) Bijpa, = (Al 04— A%.6}) (85 F2— 0%, FP)— (A%, 08— A%.0F) (8L, F}— ok, F}).

En utilisant (1.5") on obtient le systéme différentiel d’équations des courbes presque
F-principales de I'algébre # (M, A):
. Ix* dx® dx™ dx

1.10 Bitra =0
e sme“qe dt dt di

Proposition 1.6. Soient I'algébre U(M, A) et le champ tensoriel FeT [{(M).
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) Tout élément de lalgébre U (M, A) est un champ presque F-principal.

(i1) 11 existe deux 1-formes w,ne \'(M) 1.4q.

(1.11) A=wRi+nQF.

DEMONSTRATION. Evidemment.

Définition 1.7. Si tout élément de 'algébre # (M, A) est un champ presque
F-principal, alors % (M, A) s’appelle algébre presque F-principale.

Proposition 1.8. Si % (M, A) est une algébre presque F-principale et U (M. A)
est commutative, alors il existe deux I-formes o, Oc N\ (M) Lq.

(1.12) A=0Q6+0R@c+ORF+ FR0.

DEMONSTRATION. Puisque I"algébre # (M, A) est presque F-principale, il existe
deux I-formes @, n€ A'Y(M) t.q.onal.11). De (1.11) on obtient pour tout X, Y€
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€4 (M) la relation:
(L11")  AX, YY)+ AV, X)) =0X)Y+o(Y)X+n(X)F(Y)+n(Y)F(X).

Puisque A(X.Y)=A(Y.X). (V) X.Y)EZ(M) de (1.11") on obtient (1.12) ou
2c0=w et 20=n.

Définition 1.9. Soit V une connexion lineaire sur M et soit FEJ }(M). Un
élément XeZ (M) sappelle champ (V, F)-recurrent s’il existe o, fe A\'(M) t.q.

Vo X =a(Z)X+PB(Z)F(X), (V)ZeEZ(M).
Soit V une connexion linéaire sur M. Considérons les connexions linéaires

1 3

V. V définies par

et Wavia
=V-54, V=VizA4.

L’algebre # (M, A), ou Azé’-é’. s'appelle 'algébre de déformation de la paire
de connexions &. é’) [7]. Relatif a la paire (Vl’, %‘) ona
Proposition 1.10. Soir Xec# (M, A). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) X' est un champ presque I-principal et (Vl’. F)-recurrent.
(1) X est un champ prfsque F-principal e!z (5’. F)-recurrent.

(1) X est un champ (V, F)-recurrent et (V, F)-recurrent.

§ 2. Conexions presque F-principales sur une variété
pseudo-riemannienne

Solent (M, g) une veriété pseudo-riemannienne a »n dimensions, @€ A'(M)
et FeZ{(M). En tenant compte de [1], [2] on a

Définition 2.]1. Une connexion linéaire V sur M s’appelle la connexion de
Golab associée a (@, F) si pour tout X, YEZ (M) on a:

(2.1) Vyg=0 et TX,Y)=0O)F(X)—-OX)F(Y), (V)X,YET (M)
ou Te73(M) estle champ tensoriel de torsion de V.

Remarque 2.2. 11 est conuu [1], [2] que etant données une variété pseudo-rie-
mannienne (M, g), une l-forme @€ A'(M) et un champ tensoriel FeT (M),
alors il existe une unique connexion de Golgb associée a (@, F). Si nous notons par

V la connexion de Levi—Civita associée a g, alors la connexion de Golab associée a
(@, F) est donnée par la formule [2]:

(2.2) VY =V Y4+ O(Y)F(X)-S(X, V)P, (Y)X, YEZ (M)
ou

(2.3) g(P.X)=0(X)., S(X.Y)=g(F(X).Y)., (Y)X,Yea(M).
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Définition 2.3. Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne a n dimensions,
Oc ANY (M) et Fegi(M). Soit V la connexion de Golab associée a (@, F). On dit

qu’une connexion linéaire V sur M est une connexion presque F-principale si tout
élément de I'algébre % (M, V—V) est un champ presque F-principal.

Remarque 2.4. En utilisant la proposition 1.6 il en résulte que V est une con-
nexion presque F-principale si et seulement s’il existe deux 1-formes w, ne A'(M)t.q.

(2.4) WY = WY+o(X)Y+n(X)F(X), (V)X,YEZ(M).
De (2.2) et (2.4) on obtient pour tout X, YeZ (M) la formule:
(2.5) Vi Y = iy Y+0(X)Y+O(Y)F(X)+n(X)F(Y)—S(X,Y)P.

Théoréme 2.5. Les algébres U(M,V—V) et U(M.V— Vﬂ’) ont les mémes champs
presque F-principaux.

DiMONSTRATION. On note A=V-V, A=V V. En utilisant les formules
(2.2) et (2.5) on obtient pour tout X, YeZ' (M) les relations:

2.2) AX,Y)=O(Y)F(X)—S(X,Y)P,
(2.5) AX,Y)=o(X)Y+n(X)F(Y)+O(Y)F(X)-S(X,Y)P.
De (2.2')et (2.5)ona:

AX,Y)—AX,Y) = oX)Y+n(X)F(Y), (V)X,YeX (M)
d’ou I'on tire facilement le résultat du théoréme 2.5.

Exemple 2.6. Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne, V la connexion
de Levi—Civita associée a g, Ric le champ tensoriel de Ricci, K 'invariant de Ricci.
Considérons la 1-forme @€ A'(M) définie par O (X)=VyK, (V) X€Z (M) et soit
Fe 71(M) definit par la formule

g(F(X),Y)=Ric(X,Y), (V)X,YeZ(M).
Alors, la connexion de Golab V associée a (O, F) est donnée par la formule [2]
Vx¥ = Vg Y+ O(Y)F(X)—Ric(X, Y)P, (Y)X, YEZ (M)
ou g(P,Z2)=w(Z), (V)ZcZ(M).

Soient w, n€ A*(M) deux I-formes arbitraires. Alors la connexion lineaire
V définiée par la formule

VoY = Vy Y+ 0(X)Y+O0(Y)F(X)+n(X) F(X)—Ric(X, Y)P, (V)X,YEZ(M)

est une connexion presque F-principale.
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§ 3. Une théoréme sur les hypersurfaces

Soit M une hypersurfaces dans I'espace euclidien £”*', ou n=2. Soit g, resp.
b, la premiére, resp. la deuxiéme forme fondamentale. Supposons que rang b=n.
Soient V et V les connexions linéaires associées a g et b. Soit I 'application de Wein-
garten dennée par:
g(X, F(Y))=g(F(X),Y)=b(X,Y), (V)X,YeZ(M).

Si nous notons par A=V—v, alors pour tout X, Y,ZcZ (M) nous avons les
formules [3], [6]:
g(AX,Y), F(Z)) = g(A(Y, Z2), F(X)),

b(A(X, Y), Z) = -—;-(be)()’, 7).

Proposition 3.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) Tout élément de lalgébre U (M, A) est un champ presque F-principal.
(1) M est une hypersurface sphérique.

DEMONSTRATION. (i)=(ii) En utilisant la proposition 1.6 on a:
AX,Y) = o(X)Y+n(X)F(Y), (V)X,YeZ(M).
Pour Y=X on obtient
AX, X)) =o(X)X+n(X)F(X), (V)XeZ (M)

c’est-a-dire I'algébre % (M, A) est F-caractéristique. En utilisant [3] (Proposition
4.1) il en résulte que M est une hypersurface sphérique.

(ii)=>(i) Evidemment, si M est une hypersurface sphérique, alors A=0 et
pour tout XeZ (M) ona

A(Z, X) = o(Z)X+n(Z)F(X), (V)ZeZ(M)
ou w=n=0. Une conséquence immédiate est:

Proposition 3.2, [6]. Soit M une hypersurface dans l'espace euclidien E"*', ou
n=2. Soit g, resp. b, la premiére, resp. la deuxieme forme fondamentale. Supposons

que rang b=n. Soient V et V les connexions de Levi—Civita associées a g et b.

Notons par I Iapplication de Weingarten et soit A=V —V. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) Les V-géodésiques sont V-géodésiques.
(i1) Les V-géodésiques sont V-géodésiques.
(iii) Vyb=0 pour tout X&' (M).
(iv) V=V.
(v) Tout élément de lalgébre UM, A) est un champ presque F-principal.
(vi) M est une hypersurface sphérique.
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