Oskulierende Punktriume von
Finsler—Otsukischen Linienelementriumen

Von A. MOOR (Sopron)

§ 1. Einleitung

In der Theorie der Finslerrdume spielen die oskulierenden Rdume, in erster
Reihe die oskulierenden Riemannschen Ridume eine sehr wichtige Rolle. Wir ver-
weisen nur auf die Arbeiten [2]—[4], [8], [9]: Kap. III. § 5, [10]—[12], die die oskuli-
erenden Rdume fiir mathematische Probleme verwenden, aber auch in der theoreti-
schen Physik kann die Theorie der oskulierenden Réume erfolgreich verwendet
werden [1].

Das erste Resultat dieser Theorie erschien wohl in der Arbeit [6], die spiteren
Untersuchungen haben aber weitgehende Erweiterungen durchgefiihrt. Der Grund-
gedanke der Untersuchungen beziiglich der oskulierenden Raume besteht darin,
daB die Richtung x' als Funktion des Ortes x’ bestimmt wird und X*'(x%, ..., x")
soll dann einen gewissen partiellen Differentialgleichungssystem geniigen.

In diesem Aufsatz wollen wir oskulierende Punktraume von Finsler—Otsuki-
schen Raumen [5] bestimmen. Die oskulierenden Punktraume konnen Riemann—
Otsukische Rdume, oder affinzusammenhidngende Otsukische Punktraume [7] sein,
je nachdem mit Hilfe des Richtungsfeldes X'(x’, ..., x") aus g;;(x, X) der Funda-
mentaltensor eines Riemannschen Raumes, oder aus ‘I'ji(x, x) die ersten Uber-
tragungsparameter eines Otsukischen Punktraumes bestimmt werden.

Der wesentliche Unterschied beziiglich der oskulierenden Punktraume der
Finslerraume (vgl. [4], [10]—[12]) besteht bei den Finsler—Otsukischen Rdumen
— die wir im folgenden mit F—0,-Rdume bezeichnen werden — darin, daB bei
diesen Raumen zwei verschiedene Ubertragungsparameter ‘'I";, und "I}, existieren,
die lings einer bestimmten Folge der Linienelemente Z(x(r), X(r)) mit den ent-
sprechenden Ubertragungsparametern der oskulierenden Punktriume iibereinstim-
men werden, und selbstverstiindlich der charakteristischen Gleichungen (2.1)") der
Otsukischen Riaume (vgl. [7], (3.13)) geniigen.

Im Paragraphen 2. werden wir die im folgenden nétigen Grundbegriffe, Grund-
groBe und Grundgleichungen der F—O,-Riume zusammenstellen und dann im
Paragraphen 3. werden wir verschiedene oskulierende Punktriume konstruieren.
Im Paragraphen 4. wollen wir den Zusammenhang der Ubertragungsparameter
bzw. der Kriimmungstensoren der oskulierenden Rdume mit denen des F—0O,-
Raumes bestimmen. Unsere Hauptresultate sind in den Sétzen 2., 3. und 4. formuli-
ert.
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§ 2. Grundformeln der F— O,-Riume

Ein F—O0,-Raum ist eine Mannigfaltigkeit der Linienelemente (X, X), (i=
=1,2,...,n) in der die geometrische Struktur durch eine in den X' von erster
Dimension homogene Grundfunktion F(x, x) und durch einen in den x’ von nullter
Dimension homogenen gemischten Tensor Pj(x, X) mit Det (Pf)#=0 festgelegt ist
(vgl. [5], §2.). Der metrische Grundtensor ist in der gewdhnlichen Weise durch

g¢j=1/2¢§ic'§jl-'*, 5"=W bestimmt; die fundamentalen Ubertragungsparameter

Ty und "I}, — die bei den kontra-bzw. kovarianten Indizes im invarianten
Differential bzw. in der kovarianten Ableitung der Tensoren verwendet werden —
sind durch die Gleichungen

5 ’, . et ” 0 (] 0
(2.!) akfff—(a,}}') f',',‘ x"-- rj tﬂi‘*‘ I‘IP} = 0, ak ] -3—-x—i’ a‘ ot 3—x.3—
(2.2) 38— Dig) T ¥ —"T sy~ "T18u =0

festgelegt (vgl. [5], (2.10) und (2.14)). Es soll immer angenommen werden, daB die
"I in j, k symmetrisch sind.
Die Ubertragungsparameter “I';; haben die Form (vgl. [5], (2.15)):

”» 1 ’ r ’
(2.3) Iy = 3 (akgjl+ajgit_algkj) —Aj' Tfle—Ap T+ A’ Ty,

wo Aj;, den Torsionstensor der Finslerschen Metrik und der Index: ,,0* — wie
gewdhnlich — die Kontraktion mit | bedeuten.

Die wichtigsten Kriimmungstensoren des Raumes konnen aus den Ver-
tauschungsformeln der fundamentalen kovarianten Ableitungen bestimmt werden. Es

wird nach den kovarianten Ableitung Ve (ihre Definition ist durch (2.13) von [5]
angegeben) nach einfacher Rechnung:

(2.4) Win VT8 = ‘KT ="K tu Tt ="K, 1 370, TS,
[ ] P

wo 'Ky bzw. *K ', den allein durch T}, bestimmten Kriimmungstensor bzw’
einen gemischten Kriimmungstensor bedeutet. Es ist:

(2.5) Kt T O T T VTN TR,
(2.6) *Khm = On T /=@, T/ ) Ty'uX?+"T }"T 1) —(k[m),

wo (k/m) den vorigen Ausdruck, aber mit vertauschten Indizes k und m bedeutet.
(Vgl. fiir die gewohnlichen Kriimmungstensoren eines Finslerraumes [9], Kap. IV.

S k1%
Offenbar besteht fiir den Kriimmungstensor (2.6) der folgende

Satz 1. Hat 'T 5" die Form
Q2.7 T3P = "T85+ 3,

1) Vgl. den nachfolgenden Paragraphen 2.
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wo gq, einen kovarianten Vektor (maglicherweise den Nullvektor) bedeutet, so gilt
2.8) K em (X, %) = K} i (x, ),
wo "K'ym den allein mit "I ;' gebildeten Kriimmungstensor bezeichnet.

Bewess. Die Ubertragungsparameter "I’ (x, %) sind in den %' homogen von
nullter Dimension; es folgt somit der Satz unmittelbar nach den Formeln (2.6)
and (2.7).

§ 3. Oskulierende Punktriume

Ein oskulierender Punktraum eines Linienelementraumes £, bedeutet einen
raum, der dadurch entsteht, daB in einem n-dimensionalen Bereich B, die Richtung
%' des Linienelementes in irgendeiner Weise durch ein Vektorfeld

(3.1) = r(xt, X8, ...0 X9

vom Orte abhédngig gemacht wird, wodurch ein fundamentales Objekt von £,, z. B.
der metrische Fundamentaltensor gg(x, r(x)), oder aber die Ubertragungspara-
meter ‘I, (x, r(x)) allein vom Orte x' abhiingig werden (vgl. z. B. [10], [13] und
[4]). Dabei ist aber nach einer geeigneten Konstruktion des Richtungsfeldes (3.1)
fiir X*=r*(x) noch ein partielles Differentialgleichungssystem von der Form

(3.2) Or* (x)+'T 5 (x, r(x)rP(x)+r° (X)ge(x) = 0

— wo ¢(x) ein kovariantes Vektorfeld bezeichnet — mindestens lings einer vor-
gegebenen Folge der Linienelemente

(3.2a) et (x5(0), X°(1) = ri(x(1))),

moglicherweise auch im ganzen Teilbereich B,, giiltig. In den meisten Fillen ist
sogar ¢,=0. Mit Hilfe von (3.2) kann erreicht werden, daB ldngs % nicht nur ein
ausgewihltes Grundobjekt, sondern auch ein anderes Objekt von £, mit dem des
oskulierenden Raumes iibereinstimmen wird.

Haben wir z.B. das Vektorfeld (3.1) dem Vargaschen Verfahren entsprechend
(vgl. [10], (2.10)) konstruiert und %*=r°(x) in gu(x, %) substituiert, so entstand
ein oskulierender Riemannscher Raum mit dem metrischen Grundtensor g, (x):=
:=gu(x, r(x))®) und fir den noch statt (3.2) lings %:

P @
(33) T A@ri =0

@
bestehen wird, wo I';; die aus g; gebildeten Christoffelschen Symbole bezeichnen.
Wir konstruieren nun einen oskulierenden Otsukischen Raum. Dafiir beniitzen
wir das in [4] angegebene Verfahren, statt I'j%,(x, X) verwenden wir aber die Uber-

*) Die FundamentalgroBen der oskulierenden Punktriume werden wir durch ,,”" bezeichnen.
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tragungsparameter ‘I'/'(x, X). Durch
(3.49) (@) Tjx(x):="T}i(x,r(x), (b) Pi(x):= Pj(x, r(x))

erhalten wir einen oskulierenden affinen O,-Raum, wo noch lings % (3.2) mit
¢:=0 bestehen wird (vgl. [4], (1.6a)—(1.12)). (3.4) selbst gilt natiirlich in einem
Teilbereich B,.

Die Bedingung (3.4) (b) ist neben (3.4) (a) eine zweite Bedingung, die in den
oskulierenden affinzusammenhéngenden Punktridumen (die aber nicht Otsukische
Réiume sind) nicht vorkommt, da der Tensor P(x, %) in den nicht-Otsukischen
Réumen nicht existiert, genauer Pj=4% ist.

§ 4. Identitit der Grundgrd Ben der oskulierenden Riume
mit denen der F— O,-Riiume

Es sei R, ein oskulierender Riemannscher Raum mit dem metrischen Grund-
tensor  gu(x):=gu(x,r(x)) fiir den lings einer Folge der Linienelemente
Ze(x(t), (1)) auch (3.3) besteht, ferner nehmen wir noch an, daB in unserem
F—0,-Raum auch (2.7) giiltig ist. Es besteht dann der

Satz 2. Gilt in einem F—O0,-Raum (2.7), (moglicherweise mit q,=0), so kann
lings % ein oskulierender Riemannscher Raum immer zu einem oskulierenden
Riemann—Otsukischen R—O,-Raum mit den Fundamentalgrofen

(4.1) £;(x):= gi(x, r(®), Pi(x):= P}(x, r(x))

erweitert werden, wo lings %, die Ubertragungsparameter und die invarianten Dif-
ferentiale des R—O,-Raumes mit den entsprechenden Gréfen des F—O,-Raumes
itbereinstimmen.

Bewers. Auf Grund von (2.7) erhilt man aus der fundamentalen Relation
(4.2) 0181j—2A;js To'x—"Tiju—"Tju = 0

der F—0,-Riume®) (vgl. [5], (2.14)), daB in dieser Formel statt der I',% die GroBen
"I, gesetzt werden konnen, da 4;,=0 ist. Die Gleichung (4.2) wird aber dann
mit der entsprechenden Gleichung der Cartanschen Theorie der Finslcrrﬁun!e iiber-
einstimmen (vgl. [9], Kap. II1. (1.23)). Durch (4.2) ist aber eben die Relation V,g;;=0
ausgedriickt, was wegen (2.7) mit g;;,=0 der Cartanschen Theorie iibereinstimmt.
Aus dieser Tatsache folgt aber, daB “I' /i (x, X)=I'}(x, X), wo die I'}"; die Car-
tanschen Ubertragungsparameter bedeuten.

Nach der Vargaschen Theorie (vgl. [10], (2.21) und (2.27)) wird somit lings
Zc, d.h. lings (3.2a):

2)
3) Fr(x@) = T, 2()
gelten.

3) Offenbar ist (4.2) mit unserer Formel (2.2) identisch, da der Index “o" die Kontraktion
mit /'=F-1x' bedeutet.
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Aus (2.1) wird nach (2.7)
(4.4) O Pl —(0,P))"T &% —'T } Bi+"T i Pt = 0,
und auf Grund von (4.3) wird langs %

5 @ (@
4.5) WP —@OPHI' 3 —'T P +T/\Pf =0

bestehen. Setzt man den Feldvektor (3.1), d.h. **=r*(x) — womit der oskulierende
Riemannsche Raum mit Hilfe der Vargaschen Methode bestimmt wurde — in den
Grundtensor }}‘(x, x) vom F—0,-Raum ein, so erhidlt man einen Tensor im B,,
d.h. es sind im B, die beiden Relationen von (4.1) giiltig.

Lings %, wird nun wegen (3.3) und (4.1) aus (4.5) die Relation

. (@

(4.6) WBi—"THPi+T Py =0, Pi(x):= P}(x,r(x)
entstehen, wo langs % noch
4.7 ThHEX) = TH(x, r(x), »=x@)

gesetzt wurde. Die Ubertragungsparameter ‘I 'k bzw. ‘I';*, konnen aus (4.6) bzw.
(4.4) offenbar wegen der in den Otsukischen Rdumen immer giiltige Relation
Det (Pf)#0 unmittelbar bestimmt werden. (4.1) definiert also einen oskulierenden

)
R—0,-Raum, dessen zweite Ubertragungsparameter ”Fj',‘=}g J‘, ist; die beiden
Formeln (4.3) und (4.7) beweisen somit die erste Behauptung des Satzes.
Wir miissen noch die Identitit der invarianten Differentiale zeigen.
Betrachten wir einen Tensor T#(x, X), dessen Komponenten T#(x) im 9B,
mit Hilfe von (3.1) durch T8(x):=T¢(x, r(x)) festgelegt sind. Nach Definition

- DTg = afg+(FaTi—"Fy o de, "y = ot
Lings % wird wegen (4.3) und (4.7), x'(1)=r'(x(?))
Li(4.8) DTg = dT¢(x, X)+(T &% (x, D TET(x, X)—"T% (x, X)T4(x, X)) dx*.
(4.Auf Grund von A4,5=0 ist:
Au(4.9) @) T =TAH—ASTY, () Ty = T—As T
(4.9) () T2 =T o%—A°STS, (b) Ty = T—A. T

(vel. [5], (2.8a)—(2.8d)). Im Hinblick auf (2.7), (4.3) und (3.3) wird noch lings %,
d.h. langs (3.2a)

(4.10) rotl dxt E— _‘;,"thtx-jdxk = ‘;;,_ (”thkij-l-qu) dxk =

(@) 3
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bestehen. Aus (4.8) erhilt man nach Einsetzen von (4.9) und (4.10) und im Hinblick
auf F14°=Cp (die C/® sind die Cartanschen Ubertragungsparameter; vgl.
[9], Kap. 1II. Formel (1.2)):

DTe(x) = BTa(x, r(x)+(Co T — Cp* T d3 +(T & T — T T¥) dx* = DTg(x, %),

wo ,,D* das invariante Differential des F—O,-Raumes ist (vgl. [5], (2.2)). Damit
haben wir den Satz 2. vollstindig bewiesen.

Jetzt gehen wir zur Untersuchung der oskulierenden affinen Otsukischen O,-
Rédume (vgl. [7]) iiber. Diese Rdume sind durch die Definitionsformeln (3.4) (a) und
(3.4) (b) bestimmt, wo aber lings der Folge Z¢(x(¢), (7)) der Linienelemente noch
(3.2) und (3.2a) bestehen. Wir beweisen nun den folgenden

Satz 3. Ist durch (3.4) ein affiner O,-Raum definiert, fiir den lings einer bestimm-
ten Linienelementfolge %c(x(1), x(1)) (3.2) und (3.2a) bestehen, so stimmen lings
% auch die Ubertragungsparameter "I}, und "I 'y tiberein, ferner es ist:

(4"]-1) g j‘km(x) = ’Kjikm.(xs j)s (x£ - x’(t)s % = x'l(r))'

Ist aber (3.2) in einem n-dimensionalen Teilbereich 8, giiltig, so besteht im ganzen
B, neben (4.11) auch die Relation:

(412) ”RJikm(x) = *Kjftm(xy I"(X)),

wo die einzelnen Tensoren die Kriimmungstensoren der entsprechenden Réiume bedeuten
(vgl. unsere Formeln (2.5), (2.6) bzw. [7], (7.11))).

BeEwEls. Vor allem konstruieren wir von den Definitionsformeln (3.4) (a) und
(3.4) (b) die zweite Ubertragungsparameter “[',(x) des O0,-Raumes. In den O,-
-Rédumen ist immer die der Gleichung (2.1) analoge Gleichung:

(4.13) W Py(x)="T [ (x) Fi(x) + "1/ Pi(x) = 0

giiltig. Da Der (P})#0 in den O,-Rdumen immer vorausgesetzt wird, existiert der
inverse Tensor QJ(x)=Qi(x, r(x)) von Pi(x), womit aus (4.13) nach einer Kon-
traktion mit @/ die Ubertragungsparameter "'/, eindeutig bestimmt werden konnen.
Es ist

(4-14) »f*‘it = Qi('rfkpxi—akﬁj)-

Es ist nun nach (3.4) (b)
(4.15) K Pi(x) = 0Pl (x, r(x))+0, P (x, r(x)) o7 (x).

Besteht aber (3.2) lings der Linienelementfolge (3.2a), so geht (4.13) im Hinblick
auf (4.15) direkt in die charakteristische Gleichung (2.1) der F—0,-Raume iiber,
was also lings %, d.h. lings (3.2a) bestehen wird. Aus (4.14), (4.15) und (3.2)

%) Wir bemerken daB in [7], (7.11) in der Definition der Kriimmungstensoren beziiglich un-
serer (fiir ‘R und ”R) im folgenden angebenden Formeln (vgl. (4.17)) eine Vorzeicheninderung
stattfindet die aber offensichtlich unwesentlich ist.
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folgt auch, daB lings %, d.h. lings (3.2a):

(4.16) "Ti(x(0) = "T(x@0), x(1))
bestehen wird.
Der Kriimmungstensor R/, im O,-Raum ist:

(4.17) ’Rj‘im = (3m'r Jik +F J'k'f. lim)_(k/ m),

womit die Behauptung (4.11) des Satzes 3. leicht aus der Definitionsformel (3.4) (a)
und aus der Gleichung (3.2) gefolgert werden kann. Offenbar wird (4.11) nur ldngs
Ze giiltig sein, da (3.2) nur lings (3.2a) als giiltig angenommen wurde. Bei der Her-
leitung von (4.11) hat man selbstverstindlich auch die Homogenitit von T/ (x, X)
in den x’ beachtet, falls g,=0 war.

Ist endlich (3.2) nicht nur lings %, sondern im ganzen Teilbereich B, giiltig,
so folgt aus (4.14) auf Grund von (4.15) und (3.2), daB im ganzen Teilbereich B,
auBer (3.4) auch

(4.18) "Tu(x) = "Ti(x, r(x))

bestehen wird. Da der Tensor ”“R;,,(x) dieselbe Form hat wie "R, (x) in (4.17),
nur stehen hier statt ‘" die Ubertragungsparameter “f’, erhilt man aus (4.18) und
(3.2) unmittelbar (4.12), womit der Satz 3. bewiesen ist.

Bemerkung. Auch das invariante Differential des oskulierenden affinen O,-
Raumes stimmt lings (3.2a) mit dem invarianten Differential des F—0O,-Raumes
iiberein, was nach (3.4) (a) und (4.16) ebenso bewiesen werden kann, wie beim
oskulierenden Riemann—Otsukischen Raum gemacht wurde. —

Letztens wollen wir noch den Zusammenhang von ”Rj, (x) mit dem Kriim-
mungstensor (2.6) bestimmen, falls die Relation (3.2) nur lings einer Linienelement-
folge (3.2a) besteht. Es gilt dann der

Satz 4. Besteht (3.2) ldngs (3.2a), so ist lings (3.2a):

(4.19) “Rfin(X) = *Kfin (X, 3)+ 0, B) QY K, km 3.
Bewess. Die Formel von “R/,, (vel. [7], (7.11), zweite Formel) ist:
(4.20) "Ri'km(x) = @ T +"F T ) —(k/m).

Wir beginnen die Berechnung dieses Tensors mit unseren Formeln (4.14) und (4.15)
die wir durch

(4.21)

Th(x) = Q5(x, r()){'T&(x, r(x) Pi(x, r(x))— 0 Bl (x, r(x))—0, B (x, r(x))dpr* (x)}
angeben wollen, wo wir statt X" iiberall die Funktion r"(x) eingeschrieben haben.
In dieser Formel wurde (3.2a) nicht beniitzt, somit ist also (4.21) im ganzen Teil-

bereich B, giiltig. Aus (2.1) erhdlt man nach einer Kontraktion mit Qf(x, x) nach
einigen Indexvertauschungen fiir “I"/,(x, X) die Form:

(4.22) "I'fi(x, %) = Q4(x, D{T i(x, X)Pi(x, )~ B +(0, B! (x, %))'T ;5% %"},
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was im ganzen F—0,-Raum besteht. Durch eine lingere, aber elementare Rechnung
erhilt man aus (4.21) und (4.22), daB lings (3.2a)

(4.23) Oa"Pf = 8, T ) —0,"T )T %~
— 040y PR (X) =0T 53+ (0, T X' T XP)

besteht, wo man 9,r° durch (3.2) eliminiert hat, d§,7*(x) aber nicht herausfiel, da
(3.2) nur ldngs (3.2a) bestand. Beachtet man die Formeln (4.20), (2.6) und

*Kiim % = (0 T X+, 'T  X'T 2 %7) — (km),

so erhélt man aus (4.23) unmittelbar die beweisende Relation (4.19).

§ 5. Schlu Bbemerkungen

Die Formeln (2.4) und (2.6) zeigen, daB in den Linienelementrdumen der Kriim-
mungstensor *K,, die Rolle von "K', spielt. Nach dem Satz 1. stimmen diese
Kriimmungstensoren iiberein, falls (2.7) besteht. Nach (4.12) ist also in diesem Fall,
d.h. wenn (2.7) besteht:

. "Rfim(*) = "Kjfim(x, 7(x))
gliltig,
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