Amalgame nilpotenter Gruppen der Klasse zwei II

Von BERTHOLD J. MAIER (Freiburg im Breisgau)

In dieser Fortsetzung von [3] geben wir notwendige und hinreichende Krite-
rien an fiir die Existenz von scharfen Amalgamen in den Klassen N, und Nj der
nilpotenten beziehungsweise torsionsfreien nilpotenten Gruppen der Klasse hochstens
zwei. Als Anwendung charakterisieren wir die Amalgamierungsbasen und die schar-
fen Amalgamierungsbasen in diesen beiden Klassen.

Sind 4 und B Gruppen mit gemeinsamer Untergruppe D, so nennen wir eine
Gruppe C ein Amalgam von A4 mit B iiber D, falls C=(4,B) und D=ANB,
wobei A und B als Untergruppen von C aufgefaBt sind. Gilt sogar D=A(B, so
nennen wir C ein scharfes Amalgam. Diese Bezeichnungen weichen etwas von den
in der Gruppentheorie iiblichen ab, wo man unter dem Amalgam nur die mengen-
theoretische Vereinigung AUB mit D=A(B versteht. Da wir auch Amalgame
zu betrachten haben, in denen nur D=A(B gilt, haben wir uns zu der etwas
abweichenden Bezeichnung entschlossen. Allerdings stimmt unser Sprachgebrauch
mit dem modelltheoretischen iiberein. Ein scharfes Amalgam in unserem Sinne
entspricht also der von einem Amalgam im gruppentheoretischen Sinne erzeugten
Gruppe. Wir sagen ein Amalgam oder ein scharfes Amalgam existiere in einer
Gruppenklasse N, falls sich ein entsprechendes Amalgam in der Klasse N finden
1aBt. Eine Gruppe D aus einer Klasse N heiBt (scharfe) Amalgamierungsbasis fiir
N, falls fiir alle Gruppen 4 und B aus N mit gemeinsamer Untergruppe D e¢in (schar-
fes) Amalgam von 4 mit B iiber D in N existiert.

Eine Gruppe G heiBit nilpotent der Klasse hichstens zwei — GEN, —, falls
G,=Z(G), wobei G, die Kommutatorgruppe von G bezeichnet und Z(G) das
Zentrum. Wir schreiben Kommutatoren in der Form [x, y)]=x"'y~'xy und erin-
nern daran, daB die Kommutatorbildung in jeder Gruppe G¢N, bilinear ist.

Seien 4 und B Gruppen aus N, mit einer gemeinsamen Untergruppe D. In [3]
betrachteten wir die Bedingungen:

(1) A;ND=Z(B) und B,ND=2Z(A).
(2) Fir k=0, g;>0, a,6A4 und a/cA, mit afia/cD,
biB und bjeB, mit bfibcD, 1=i=k, sowie deD gilt
¥_,[a;, bib) = d & II¥_, [a%a], b]] = d.
(3) Fir ¢>0, ac4 und d'cA4, mit a'a’eD sowie beB und b’€B, mit b'b’eD
e [a, b7b’]) = [a%a’, b]ED.
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Wir erhielten, daB (1) und (2) notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines
Amalgams in N, sind (Hauptsatz) und entsprechend (1) fiir ein Amalgam in Nj
(Satz 1). Die Bedingung (3) wurde im Beweis des Hauptsatzes in einem ersten Reduk-
tionsschritt erzielt. Wir zeigen in dieser Arbeit, daB (1) und (3) notwendig und
hinreichend fiir die Existenz eines scharfen Amalgams in N, sind. Dies ist wohl
eine befriedigende Losung des von WIEGOLD [9] erstmals aufgegriffenen scharfen
Amalgamierungsproblems fiir N, durch Bedingungen, die innerhalb der vorgegebe-
nen Gruppen A4, B, D iiberpriift werden kénnen. Die Bedingung (1) wurde bereits
von WIEGOLD ([9], 7.5) als notwendige Bedingung angegeben und liegt in der CIM-
Algebra von A4, B, D, (1), das heiBt sie kann durch eine Gleichung zwischen Ter-
men ausgedriickt werden, die aus diesen Gruppen durch Bildung von Kommutatoz-
gruppen, Durchschnitten und Multiplikationen hervorgehen. WIEGOLD vermutete
([9], 7.11), und in [5] und [1] wurde nachgewiesen, daB solche globale Bedingungen
nicht ausreichen, die Existenz von Amalgamen in N, zu charakterisieren. Entspre-
chend ist unsere Bedingung (3) iiber das Zusammenfallen von bestimmten Wurzeln
von lokaler Natur. Unter den Voraussetzungen wie in (3) gilt [a, b?b'1"=[ad’, b?b']=
=[a%d’, b]%, wobei die erste Gleichung in der Gruppe 4 und die zweite in B gilt,
wiahrend das Mittelglied in D liegt. Die Elemente [a,b']€A und [a4’,b]€B
haben also dieselbe g-te Potenz in D.

Da die Bedingung (3) dhnlich wie (2) fiir torsionsfreie Gruppen 4 und B immer
erfiillt ist, ist in diesem Fall (1) bereits hinreichend fiir die Existenz eines scharfen
Amalgams in N,. Um die Existenz eines scharfen Amalgams in Nj zu garantieren,
muB noch die Bedingung

(+) (A*ND)N(BND) =D fiir g=1

hinzugenommen werden, wobei A?= {a%lac A} als Menge aufgefaBt wird. Wegen
der Eindeutigkeit von Wurzeln in torsionsfreien nilpotenten Gruppen (vgl. [2],
16.2.8) ist (+) auch eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines scharfen Amal-
gams in N;. Fiir die Klasse der torsionsfreien nilpotenten Gruppen der Klasse
hochstens drei erhalten wir in einer anderen Arbeit [4] dhnliche Resultate wie hier
fiir N

Die Tatsache, daB die Bedingungen (1) und (3) die Existenz scharfer Amalgame
in Ng nicht garantieren, mag entschuldigen, daBB wir in [3] iibersahen, daB diese
Bedingungen die Existenz scharfer Amalgame in N, garantieren.

Eine Folgerung aus dem ersten Ergebnis ist, daB unter den folgenden Ein-
schrinkungen an D oder B ein scharfes Amalgam in N, schon dann existiert, wenn
ein Amalgam existiert: D zentral oder co-zentral in B; B abelsch; B zyklisch. Wir
nannten die Untergruppe D co-zentral in B, falls B=(D, Z) mit einer zentralen
Untergruppe Z von B gilt.

Als weitere Folgerung zeigen wir die Charakterisierung der Amalgamierungs-
basen in N, von SARACINO [8]. Das Studium von Saracinos Arbeit gab den AnstoB
zu den hier dargesicliten Ergebnissen. Wir beschreiben auch die Amalgamierungs-
basen und die scharfen Amalgamierungsbasen in N;'. AbschlieBend untersuchen
wir die Frage, ob sich endlich erzeugte Gruppen aus N, und N; in endlich erzeugte
Amalgamierungsbasen der jeweiligen Klasse einbetten lassen. In kurzen Bemer-
kungen beschreiben wir jeweils, wie sich die fiir N, und N dargestellien Ergeb-
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nisse auf die Klasse N, , iibertragen, die aus den Gruppen aus N, besteht, deren
Torsionsgruppen n-Gruppen sind. Hierbei ist = eine beliebige Primzahlmenge.

Da die Beweise der Hauptergebnisse hier Modifikationen des Beweises des
Hauptsatzes der vorangegangen Arbeit [3] sind, wollen wir annehmen, daB der
Leser damit vertraut ist. Wir numerieren die Ergebnisse hier fortlaufend zu denen
aus [3], so daB diese Arbeit mit Satz 3 und Lemma 6 einsetzt.

Wir beginnen mit einer einfachen hinreichenden Bedingung dafiir, daB ein
Amalgam ein scharfes Amalgam ist.

Lemma 6. Sei C ein Amalgam von A mit B iiber D mit einem Normalteiler N,
so dap B=N<C und (ANN, BY=C ein scharfes Amalgam von A(\N mit B iiber
D ist. Dann ist C ein scharfes Amalgam von A mit B iiber D.

Beweis: Seiecna€ A, beBmit a=b in C. Dann gilt aN=bN=1Nin C/N, und
somit ac A(1N.Da C das scharfe Amalgam (A N,B) von AN mit B iiber D
enthilt, gilt a=b € (ANN)NB=D. QO

Wir zeigen nun unser erstes Hauptergebnis.

Satz 3. Seien A, BEN, und A(\B=D. Dann existiert ein scharfes Amalgam
von A mit B iiber D in N, genau dann, wenn folgende Bedingungen erfillt sind.
(1) A,ND=Z(B) und B,\D=Z(A).
(3) Fiir g=0, acA und a’cA, mit a®a’€D sowie beB und b’€B, mit bib’€D
gilt
[a, b?b") = [a%a’, b]€D.

Bemerkungen. 1. In (3) folgt aus der Gleichung [a, b7b']=[a%’,b] wegen
ANB=D bereits, daB beide Elemente in D liegen. Wie oben erwihnt sind die bei-
den Elemente g-te Wurzeln des Elements [a?¢’, b%b']€D. In jedem Amalgam von
A mit B iiber D in N, sind beide Elemente gleich [a, b]? und miissen daher zusam-
menfallen.

2. Die Bedingung (3) ist eine Verschidrfung der Bedingung (2) des Hauptsatzes.
In dem Beweis des Hauptsatzes wird (3) in Schritt O durch Identifizierung der ent-
sprechenden Elemente von 4 und B erzielt unter VergréBerung der zu amalgamieren-
den Untergruppe D.

3. Es ist leicht zu sehen, daB (3) bereits gilt, wenn es fiir alle Primzahlpotenzen
q gilt. Ubrigens ist (1) dquivalent zu (3) im Fall ¢=0.

BEWEIS DES SATZES 3. Sei zum Nachweis der Notwendigkeit der Bedingungen C
ein scharfes Amalgam von 4 mit B iiber D in N,. Da 4,ND=Z(C)\D=
=Z(C)NB=Z(B), folgt die Bedingung (1) aus Symmetriegriinden. Seien nun a,
a’, b, b” wie in der Voraussetzung von (3) gegeben. Dann gilt in C wegen @, b'eC,=
=Z(C)

[a, b*b'] = [a, b] = [a, b]* = [a* b] = [a%a’, b].

Nun ist [a, b?b]€A und [a'd, b]éB. Da C ein scharfes Amalgam von 4 mit B
ilber D ist, gilt ANB=D in C, woraus [a, bib|=[a%d, b]JcA(B=D, also die
Behauptung von (3) folgt.

Wir zeigen jetzt, daBB die Bedingungen (1) und (3) die Existenz eines scharfen
Amalgams von 4 mit B iiber D in N, garantieren. Dazu gehen wir den Beweis des
Hauptsatzes durch und zeigen, daB in allen Schritten ein scharfes Amalgam gebil-
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det wird, oder mit anderen Worten, daB nie Elemente aus A\ D mit Elementen aus
B\D identifiziert werden.

Die Bedingung (3) garantiert uns zundchst, daB8 Schritt 0 wegfallen kann. Dort
werden gerade Elemente der Form [a, b%]€ A mit solchen der Form [ad’, b€ B
identifiziert, die jetzt nach (3) schon gleich sind und in D liegen.

Im Beweis des Hauptsatzes haben wir in jedem Schritt eine symmetrische Bedin-
gung hergestellt durch Ubergang zu geeigneten Obergruppen von 4, B und D.
Da wir hier die Einbettung der beiden Gruppen 4 und B genauer verfolgen miissen,
vergroBern wir jetzt nur die Gruppe B, indem wir in Schritt 1 die Untergruppe 4,
von A mit B zu einer Obergruppe B’ amalgamieren und in Schritt 2 dann A\ 4,
hinzunchmen.

In Schritt 1 gehen wir zuniichst iiber zum direkten Produkt B° von 4, mit B
iiber der gemeinsamen zentralen Untergruppe 4,/ D. Da in einem direkten Produkt
P von Gruppen X und Y iiber einer zentralen Untergruppe Z die Untergruppen
X und Y sogar Normalteiler von P mit Durchschnitt Z sind, ist B ein scharfes
Amalgam von DA mit B iiber 4, D. Wir kénnen B? aber auch als scharfes Amal-
gam von DA, mit B iiber D ansehen. Denn sind d€D, a’€A,, b€B mit da’=b in
B° gegeben, so gilt a'=d~'b, also d~*beA,NB=A,N\D=D und somit bED
und da’'=beD.

Die Gruppe B° wird nun durch ein direktes Produkt iiber der zentralen Unter-
gruppe A, B, in eine Gruppe B’ eingebettet, in der 4,B,=B,=Z(B’) gilt. Hierbei
dndert sich nichts daran, daB die Untergruppen DA, und B von B°=B’ ein scharfes
Amalgam iiber D erzeugen.

In Schritt 2 des Hauptsatzes wird eine Obergruppe von B’ Kkonstruiert,
die e¢in Amalgam von 4 mit B iiber D enthilt, unter der Voraussetzung, daB
A={(ay,...,a,, DA,) und A/DA,=(a,DA,)X...X{a,DA,). Diese Beschrinkung
auf endlich viele Erzeugende ist nach der modelltheoretischen Diagrammethode
auch fiir scharfe Amalgame erlaubt; ebenso tibertrigt sich aber auch der algebraische
Beweis in Lemma 5 wortwortlich auf scharfe Amalgame.

Ist H das zweite nilpotente Produkt von B’ mit unendlich zyklischen Gruppen
{¢y), ---» {c), so ist die gesuchte Obergruppe von B’ gleich der Faktorgruppe H/N
von H nach einem Normalteiler N, der nach Lemma 4 garantiert, daB3 die Unter-
gruppe {c;, ..., ¢, DA,) N/N isomorph zu A ist. Genauer gilt B’NN=(1), so
daBl DA,=B’ isomorph unter dem kanonischen Homomorphismus abgebildet wird.
Bezeichnen wir die Bilder von ¢, ..., ¢ mit ¢y, ..., ¢, so ist die Untergruppe
{¢1s ..oy ¢y DAy NIN gleich (¢, ..., &, DA, N/N) und ein Isomorphismus & von
A auf diese Untergruppe von HJN ist gegeben durch @;~¢;, 1=i=k, und den
durch die Identitit auf DA, induzierten Isomorphismus DA,—~DA,N/N. Wir
identifizieren 4 nun mit dieser Untergruppe A®=(¢,, ..., ¢, DA; N/N) von HJN.

Wir wollen Lemma 6 anwenden. Dazu betrachten wir nochmals den Homomor-
phismus H-—A/DA, aus dem Hauptsatz, der von ¢;—~a@;DA,, 1=i=k, und B'~(1)
auf H induziert wird. An den Erzeugenden von N liest man ab, daB N im Kern
dieses Homomorphismus liegt, so dall ein Homomorphismus 0: H/N—-A/DA, indu-
ziert wird. Betrachten wir die Wirkung von 0 auf A®=(¢,, ..., &, DA;NIN), so
sehen wir, daB DA,N/N wegen DA,=B’ im Kern liegt und ¢,0=qa;DA4,, 1=i=k.
Da o(a;DAy)=0(¢;), 1=i=k, folgt, daB ANKern 0=DA,. Damit haben wir die
Voraussetzungen von Lemma 6 gezeigt und erhalten daraus, daB H/N ein scharfes
Amalgam von A=A® mit B iiber D in N, ist. O
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Wir interessieren uns jetzt wie in [3] fiir zwei Sonderfille, Amalgame torsions-
freier Gruppen und Amalgame mit Zentralitidtsvoraussetzungen an D. Der zweite
Fall, wenn D zentral oder co-zentral in B ist, oder noch schirfer wenn B abelsch
oder B zyklisch ist, 1dBt sich sofort iibertragen. Hier kann in Satz 2 und Korol-
lar 4 jeweils Amalgam durch scharfes Amalgam ersetzt werden, da in den Bewei-
sen die Bedingung (3) nachgewiesen wird. Insbesondere gilt in diesen Fillen, daB
ein Amalgam in N, genau dann existiert, wenn ein scharfes Amalgam in N,
existiert.

Der erste Fall wurde auch in [4] mit einfacheren Methoden kurz skizziert. Wir
wollen zeigen, daB er sich auch aus dem allgemeinen Ergebnis leicht ergibt. Da
Wourzeln in torsionsfreien nilpotenten Gruppen eindeutig bestimmt sind, braucht
man fiir die Existenz scharfer torsionsfreier Amalgame noch eine Zusatzbedingung.
Man denke zum Beispiel an ein Amalgam zweier unendlich zyklischer Gruppen (a)
und (b) iiber ihrer Untergruppe D ={a*)=(b*). Die folgende Bedingung, die gerade
solche Wurzelkonflikte ausschlieBt, geniigt.

+) (A°ND)N(BIND) = D* fiir alle ¢ = 1.

Hier ist A%={a%acA}. Fiir eine Untergruppe D=A bezeichnen I,(D)=
={ac A|a%€D fiir ein g=1} und I, 4(D)={acA|a’c D fiir eine n-Zahl ¢} den Iso-
lator beziehungsweise den =m-Isolator von D in A. In einer torsionsfreien nilpotenten
Gruppe A ist 1,(D) eine Untergruppe von A (vgl. [2], 17.3.1). Eine Untergruppe D
heiBt isoliert, falls D=17,(D).

Satz 4. Seien A, BEN} und D=A(B. Dann existiert ein scharfes Amalgam
von A mit B iber D in N genau dann, wenn (1) und (+) erfiillt sind.

BEWEIS. Sei CENS ein scharfes Amalgam von 4 mit B iiber D. Wir miissen
dann noch (+) zeigen. Seien dazu ¢=1, acA und beB gegeben mit a?=b%D.
Dann gilt wegen der Eindeutigkeit der Wurzeln in C, daB a¢=b in C. Nun ist C
ein scharfes Amalgam von 4 mit B iiber D und es folgt a=béANB=D, also
a‘e D1,

Zum Nachweis, daB unter (1) und (+) ein torsionsfreies scharfes Amalgam
existiert, fithren wir eine dhnliche Konstruktion wie in Satz 3 durch und kontrollie-
ren, daB in jedem Schritt torsionsfreie Gruppen entstehen.

Zunichst zeigen wir, daB (3) aus (+) folgt. Seien dazu ¢=0, ac 4 und ad’€A4,
mit a%a’€D sowie be€B und b'€B, mit b'b’cD gegeben. Dann gilt

[a, b2b') = [a%a’, b?b"] = [a%a’, b]%€D
und nach (4) existiert daher ein deD, so daB
[a, b*b')? = d? = [a%a’, b]".
Wegen der Eindeutigkeit der Wurzeln in 4 und in B folgt nun
[a, b?b"] = d = [a%a’, b)ED.

Wegen der Giiltigkeit von (3) kann Schritt 0 im Hauptsatz wieder wegfallen.
In Schritt 1 amalgamieren wir B jetzt nicht mit A,, sondern mit /,(A4,), um in Schritt 2
Whurzeladjunktionen méglichst zu vermeiden. Wir miissen dazu wissen, daB 7,(4,) D
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zentral in 4 und in B ist. Da das Zentrum einer torsionsfreien nilpotenten Gruppe
isoliert ist, erhalten wir I,(A4;)=Z(A4) in A sowie [,(A;)\D=1,(4,\D)=Z(B)
mit Hilfe von (1) in B. Das nun zu bildende direkte Produkt von /,(4,) und B
mit amalgamierter zentraler Untergruppe /7,(4,)(\D isttorsionsfrei. Denn hitte ein
Element endliche Ordnung ¢=1, so wire (a, b)'=(a% b€ {(d,d*)|dc](A;)\D}
fiir ein acl,(4,) und ein b€B. Dann folgte a?=b-9%1,(A,) D und mit (+)
die Existenz eines Elements d€¢D mit a?=d%=b~9. Dies z6ge in A bezichungs-
weise in B dann a=d=b""* nach sich, also d¢cl,(A4,)(\D. Dann gilte bereits fiir
das urspriingliche Element (a, b)€ {(d,d~)|dc1,(A4;)(\D}, also (a,b)=1 in dem
direkten Produkt mit amalgamierter zentraler Untergruppe.

Die so entstehende torsionsfreie Gruppe heiBe wieder B°. Sie ist ein scharfes
Amalgam von DI,(4,) mit B iiber D. Die Obergruppe B’ von B° wird nun so
konstruiert, daB (A4, B;)=B;=Z(B’). Da B’ aus B° durch Bildung eines direkten
Produktes mit amalgamierter zentraler und isolierter Untergruppe hervorgeht, folgt
leichter als oben, daB3 B’ torsionsfrei ist.

In Schritt 2 miissen wir jetzt unter der Voraussetzung 4={ay, ..., a;, DI1,(4,))
und A/DI,(A;)={(a,)X...X(a) die Elemente a, ..., a, zu B’ hinzunechmen. Wir
reduzieren das Problem auf den Fall, daB DJ,(A4,) isoliert in A4 ist. Gilt zum Beispiel
a,¢ DI1,(A4,) und ajeDI (A,), so hat af keine g-te Wurzel in B”. Denn sonst gibe
es béB und d'€l,(A;) mit al=(bad)=ba"? oder (@ d~')=a{a’~9=b% Mit
Hilfe von (+) erhielten wir @,a~'=beD, also a,€DI,(A,) im Widerspruch zur
Voraussetzung. Nun kann eine ¢-te Wurzel von 4f in einer Gruppe aus N bis auf
Isomorphie auf genau eine Weise adjungiert werden (vgl. [2], 17.3.2). Tun wir dies
fiir jedes der Elemente von a4, ...,a mit endlicher Ordnung modulo DI (4,),
so konnen wir annehmen, daBB B’ ein scharfes Amalgam von 7,(DA,) mit B iiber D
enthilt, sowie ferner A={(a,, ..., @, I,(DAs)) und A/I,(DAs)={a,)X... X{a) tor-
sionsfrei.

Wir verfahren nun weiter wie bel Satz 3 und erhalten mit H/N ein scharfes
Amalgam von 4 mit B iiber D in N,. Bezeichne T die Torsionsuntergruppe von
HIN. Ist 0: HIN—~{a,)X...X{a,) wie bei Satz 3 gebildet, so gilt Kern 0(A4=
=],(DAy)=B’. Fiir ac A und b€B’ mit abc T=Kern 6, folgt 1=(ab)0=albl=
=ab, also acl,(DA,)=B’ und somit abc TNB'=(1), da B’ torsionsfrei ist.
Also gilt AB’NT=(1) und AB’ enthilt ein scharfes Amalgam von A mit B iiber
DinN}. O

Wir merken an, daB fiir die Existenz von scharfen Amalgamen in der Klasse
N, . die Bedingungen (1), (3), und (+), notwendig und hinreichend sind. Dabei
bedeuten die tiefgestellten n und =" jeweils die Einschrinkung der Bedingungen
auf n-Zahlen g beziehungsweise auf n’-Zahlen g. Satz 3 ist der Fall n"=0 und Satz 4
ist der Fall n=0.

Unsere Ergebnisse erlauben auch eine Herleitung der Charakterisierung der
Amalgamierungsbasen in N, von Saracino.

Satz 5. (SARACINO [8].) Fiir eine Gruppe D sind dquivalent:
1. D ist scharfe Amalgamierungsbasis in N,.
2. D ist Amalgamierungsbasis in N,.
3. a) Dy=2Z(D) und
b) Fiiralle dcD und q=0 gilt: deDD, oder es existiert ein c€D mit ¢%€(d)D,
und [c,d]#1.
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4. Dy=Z(D) und fiir alle deD und alle q=0 gilt: entweder d hat in D eine g-te
Wurzel modulo D,, oder d hat in keiner Obergruppe von D aus N, eine g-te Wurzel.

Beweis. Wir zeigen 1=2=3=>4=3=1. Die Implikation 1=2 ist trivial.

2=3: SARACINO [8] beniitzt hier die Struktur der Kommutatorgruppe des zwei-
ten nilpotenten Produkts. Wir geben einen Beweis mit Hilfe von Amalgamen, der
auch in hoheren Nilpotenzklassen, in denen die nilpotenten Produkte noch wenig
erforscht sind, imitiert werden kann (vgl. [4]).

a) Da D, Z(D) fiir DEN,, ist noch Z(D)=D, zu zeigen. Angenommen es
gibe ein dcZ(D)\D,. Wir konstruieren dann Obergruppen 4 und B in N; von
D, so daB dcA, und d¢Z(B). Dann kann kein Amalgam von 4 mit B iiber D
in N, existieren und D wire keine Amalgamierungsbasis.

Sel U=Uyay=(x,y; x°*W=y"D=[x, y, x]=[x, y, y]=1). Die Gruppe U ist die
freie Gruppe in N, mit zwei Erzeugenden der Ordnung o(d). Wir wihlen 4 in N,
als Amalgam von D mit U iiber der Untergruppe {(d)={[x,y]) und B als Amalgam
von D mit U iiber (d)=(x). Die Bedingungen (1) und (3) sind in beiden Fallen
leicht nachzuweisen.

b) Wir zeigen die Behauptung wieder indirekt und nehmen an, es gibe dcD,
g=0 mit d¢ DD, und fiir alle c€D folge aus c?€{(d)D, schon [c,d]=1. Wegen
der zweiten Aussage erhalten wir nach Korollar 4 eine Obergruppe A€N,; von D
mit einer g-ten Wurzel a von d. Zur Konstruktion von B sei p eine Primzahl mit
a§ DPD,. Ist o(d) endlich, so sei p ein Teiler von o(d). Solch ein p existiert, da andern-
falls de DD, wiire. Seien (b) und (z) zyklisch der Ordnung p und B=(D X (z))(2) (b}
das zweite nilpotente Produkt von DX({z) mit (b). Ist B ein Automorphismus
von D X (z), der DX {(z)=D?D,X{z)=(l) stabilisiert, mit df=dz+#d, so ist o(f)=
=p, und es gibt einen Homomorphismus von B auf die zerfallende Erweiterung
(DX (z))A{B)EN,, der DX (z) identisch und b auf p abbildet. Da [d, f]=z#1,
gilt auch fiir das Urbild [d, b]##1 in B. In jedem Amalgam von A mit B iiber D
in N, wiirde wegen a’=d und b?=1 nun 1=la, b?]=[a?, b]=[d, b]*1 gelten.
Solch ein Amalgam existiert daher nicht und D wire keine Amalgamierungsbasis.
Hiermit ist auch b) gezeigt.

34 gilt nach Satz 2 und Korollar 4.

3=1: Seien 4 und B Obergruppen von D aus N, mit 4N B=D. Nach Satz 3
geniigt es die Bedingungen (1) und (3) zu zeigen. Mit 3.a) erhalten wir 4,ND=
=Z(D)=D,=Z(B) und genauso die zweite Bedingung in (1). Sei zum Nachweis
von (3) nun ¢=0, a4 und d'€A4, mit a'd’€D sowie b€B und b'€B, mit
bib’eD. Hieraus folgt a'd@’,b'b’€D'D,, da sonst wegen 3.b) zum Beispiel ein
c€D mit c¢%{a%a’)D, und [c, a?d’]#1 existierte, und dies in 4 auf den Wider-
spruch 1#[c, a?a’]=[c% a]=1 fiihrte. Seien also a?a’=dgd;, b’ =d$d; mit Ele-
menten d;, d,€D und dy, d;€D,. Dann gilt in A

[a, b'0) = [a, did;) = [a*d’, d»] = [dfdy, ds) = [dy, d.]*
und entsprechend [a?d’, b]=[d,, d;)? in B, so daB (3) gezeigt ist. [
Im torsionsfreien Fall erhalten wir das folgende Ergebnis.

Satz 6. 1. Eine torsionsfreie Gruppe D ist genau dann eine Amalgamierungsbasis
in N, wenn I,(Dy)=Z(D). 2. Eine torsionsfreie Gruppe D ist genau dann eine
scharfe Amalgamierungsbasis in Ng, wenn D dividierbar ist und Dy=Z(D).

4
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Bewes. 1. Wir zeigen zuniichst, daB eine hinreichende Bedingung vorliegt. Offen-
sichtlich gilt DENG. Seien D=A, BEN;. Nach Satz 1 geniigt es, die Bedingung (1)
zu zeigen. Es ist 4, D=Z(D)=1,(D,)=Z(B), wobei die letzte Abschitzung gilt,
da Z(B) isoliert ist. Ebenso folgt B,\D=Z(A), also (1).

Die Notwendigkeit der Bedingung zeigen wir indirekt. Fiir ein d€Z(D)\J,(Ds)

gilt D,N{d)=(1). Ahnlich wie in Satz 5 bilden wir Amalgame 4 und B von D
mit der freien Gruppe U={x,y; [x, », x]=[x, »,»]=1) in N, mit zwei Erzeugen-
den. In A seien die Untergruppen (d)={([x,y]) identifiziert und {(d)=(x) in B.
Wir zeigen, daB (1) in beiden Fillen erfiillt ist. Fiir 4 gilt D,N{d)=1)=Z(U)
und U,N{x, y])={x, y])={(d)=Z(D), und fiir B sind die Gruppen D,N{d) und
U,N(x) beide trivial gleich (1). Da d€A,N\D und d¢Z(B), ist (1) verletzt. Es
kann daher kein Amalgam von A4 mit B iiber D in N, existieren und D ist keine
Amalgamierungsbasis in Ny .
- 2. Zeigen wir zunichst wieder, daBl die Behauptung hinreichend ist. Zu DENF
dividierbar mit D,=Z(D) seien A, BEN} mit ANB=D gegeben. Nach Satz 4
geniigt es, (1) und (+) zu zeigen. (1) folgt genau wie oben. Zum Nachweis von (+)
scien ¢=>0, acA und bEB mit a’=bicD. Da D dividierbar ist und Wurzeln in
A eindeutig bestimmt sind, folgt a€D, also a*€ DY Zum Nachweis der Notwendig-
keit bemerken wir zunéchst, daB eine scharfe Amalgamierungsbasis in N3 dividier-
bar sein muB. Denn, wére D nicht dividierbar, so gibe es dividierbare Hiillen 4 und
B von D in Nj* mit A=1,(D)#D#13(D)=B und ANB=D. Dann wire D keine
scharfe Amalgamierungsbasis, da Wurzeln in N3 eindeutig bestimmt sind. Also ist D
dividierbar und es gilt Dy=1,(D,). Aus Punkt 1 erhalten wir /,(D;)=Z(D) und
damit auch D,=Z(D). O

In der Klasse N, , sind die Amalgamierungsbasen genau die Gruppen D mit
I..p(Dy)=Z(D) und 3.b), aus Satz 5. Die scharfen Amalgamierungsbasen sind
genau die n’-dividierbaren Gruppen D mit D,=Z(D) und 3.b), aus Satz 5.

Man kann mit Hilfe der Ergebnisse hier auch leicht zeigen, daB in N, alle Grup-
pen algebraisch abgeschlossen im Sinne von A. RoBinsoN sind (vgl. [6], S. 157), in
N;l genau die dividierbaren Gruppen und N, , genau die n’-dividierbaren Gruppen
(vel. [4].

AbschlieBend gehen wir auf die Frage ein, ob sich endliche oder endlich erzeugte
Gruppen aus N; beziechungsweise N;* in endliche oder endlich erzeugte Amalgamie-
rungsbasen einbetten lassen. Dies ist in der Modelitheorie bei dem unendlichen
Forcing von Interesse, da die Amalgamierungsbasen mit den dort betrachteten pri-
generischen Strukturen identisch sind ([7], 6.3). Eine positiven Antwort auf die obige
Frage ist eine notwendige Bedingung dafiir, daB sich jede unendlich generische
Struktur von endlich erzeugten, prigenerischen Strukturen iiberdecken 1idBt. Letzters
zieht im Fall des Existenz einer abzihlbaren unendlich generischen Struktur deren
Eindeutigkeit bis auf Isomorphie nach sich.

Satz 7. 1. Ist DEN, endlich, so lipt sich D in eine endliche scharfe Amalgamie-
rungsbasis fiir N, einbetten. 2. Ist DENS endlich erzeugt, so lift sich D in eine end-
lich erzeugte Amalgamierungsbasis fiir N3 einbetten, deren dividierbare Hiille eine
scharfe Amalgamierungsbasis fiir NF ist.

BEwEs. 1. Sei DEN, endlich. Wir kénnen ohne Beschrédnkung annehmen, daB
D eine endliche p-Gruppe ist, da jede endliche nilpotente Gruppe in das direkte
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Produkt ihrer p-Sylowgruppen zerfallt. Da mit D auch Z(D) endlich ist, kdnnen
wir durch direkte Produkte iiber zentralen Untergruppen mit den in Satz 5 betrach-
teten Gruppen U, eine endliche p-Obergruppe 4 von D erhalten mit A4,=Z(4)=
=Z(D). Die Gruppe (C,(C,)(24 ist dann eine endliche Amalgamierungsbasis
in N,, die D enthilt. Hier ist C,, eine zyklische Gruppe der Ordnung p und (2) bezeich-
net das zweite nilpotente Produkt von Gruppen.

2. Ist DENg endlich erzeugt, so ist Z(D) eine freie abelsche Gruppe von
von endlichem Rang und wir konnen durch direkte Produkte iiber zentralen Unter-
gruppen mit der freien Gruppe U aus N, mit zwei Erzeugenden eine endlich erzeugte
Obergruppe A€N;" erhalten mit A,=Z(A)=Z(D). Nach Satz 6 ist 4 eine Amal-
gamierungsbasis und die dividierbare Hiille A* ist eine scharfe Amalgamierungs-
basis, da sich A3=2Z(A4*) von A4 auf A* iibertrigt. O

Nennen wir zwei Amalgamierungsbasen beziiglich einer gemeinsamen Unter-
gruppe D kompatibel, falls ihr Amalgam iiber D existiert. Wir iiberlegen, wie viele
nicht kompatible Amalgamierungsbasen es beziiglich einer endlich erzeugten Gruppe
D gibt. Ist DENS endlich erzeugt und 7,(Dy)=Z(D), so ist D bereits eine Amal-
gamierungsbasis fiir N und alle Amalgamierungsbasen, die D enthalten, sind
kompatibel beziiglich D. Ist Z(D)/I,(D;) unendlich zyklisch, so gibt es bis auf
Kompatibilitdt beziiglich D nur zwei Amalgamierungsbasen fiir N3, die D enthalten,
und zwar die, deren Zentrum die Untergruppe D in 1,(D,) schneidet, und die, deren
Zentrum die Untergruppe D in Z(D) schneidet. Ist Z(D)/I,(Ds) nicht zyklisch,
so gibt es unendlich viele beziiglich D nicht kompatible Amalgamierungsbasen
fiir Nj, die D enthalten, und zwar zu jedem direkten Fakior Z von Z(D) mit
Ip(D,)=Z eine, deren Zentrum die Untergruppe D in Z schneidet.

Ist DEN, dagegen endlich, so gibt es zunéchst endlich viele Moglichkeiten, eine
Untergruppe Z mit D,=Z=Z(D) zu wihlen. Ist ZZ(D), so gibt es unendlich
viele, beziiglich D nicht kompatible Méglichkeiten, D in eine endliche p-Gruppe
A mit Ay,=Z(A)=2Z einzubetten. Ist D zum Beispiel zyklisch der Ordnung p und
Z=(1) gewihl, so fiilhren fiir i=1 die Obergruppen A;=C,(2)(C,(2)C,),
wenn D jeweils auf den ersten Faktor — eine nicht zentrale Untcrgruppe — abgebll-
det wird, zu nicht kompatiblen Amalgamierungsbasen beziiglich D. Ist eine end-
liche Obergruppe 4 von D mit A,=Z(A)=Z gewibhlt, so gibt es hochstens endlich
viele beziiglich D nicht kompatible Amalgamierungsbasen fiir N,, die 4 umfassen.
Das liegt daran, daB durch A4,=Z(D)=Z, die maximale p-Potenzwurzel von
Elementen aus DN\ Z in Obergruppen aus N, zwar beschrinkt ist, aber noch nicht
festgelegt zu sein braucht. Im obigen Beispiel kann die Gruppe 4, in die beziiglich D
nicht kompatiblen Amalgamierungsbasen Blj—(C,,;(Z)C NQ(CH(Cy), 1=j=0,
eingebettet werden, wobei D in B; in C,; eingebettet wnrd und nach Satz 5.4 in
keiner Obergruppe von B;; aus N, in einer zykhschen Untergruppe der Ordnung p/*!
liegen kann. Somit sind B;; und B;. ;fiir j#j’ und i=j,i’=j" nicht kompatibel be-
ziiglich D. Dagegen sind die B;; fiir f’ festes j und i=j alle kompatibel beziiglich
D, da C,(2)C, eine Amalgamlcmngsbams in N, ist.

Wir bemerken noch, daB eine endlich erzeugte Gruppe aus N,, die Elemente
unendlicher Ordnung enthilt, nicht in eine endlich erzeugte Amalgamierungsbasis
fiir N, einbettbar ist. Denn jedeendlich erzeugte Amalgamierungsbasis D fiir N,
ist endlich. Wir zeigen indirekt, daB D keine Elemente unendlicher Ordnung ent-
hilt. Nach Satz 5 ist D,=Z(D), so daBl D sonst ein dé DN\Z(D) von unendlicher
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Ordnung enthielte. Um Satz 5.3.b) zu erfiillen, miiBten wir fiir jede Primzahl p
entweder eine p-te Wurzel von d modulo D, in D haben, oder aber ein Element
¢ von Ordnung p modulo (d)D, mit [c¢,d]#1. Im zweiten Fall wire [c,d]?=
=[c?,d]=1 und D enthielte ein Element der Ordnung p. Da mindestens einer
der beiden Fille fiir unendlich viele Primzahlen eintrdte, wire D nicht endlich
erzeugt.

Ist 7 eine endliche Primzahlmenge, so hat man fiir die Klasse N, , in Satz 5.3),
nur die endlich vielen Primzahlen aus n zu beriicksichtigen und erhilt, daB eine
endlich erzeugte Gruppe aus N, , in einer endlich erzeugten Amalgamierungsbasis
fir N, , liegt, deren =n’-dividierbare Hiille eine scharfe Amalgamierungsbasis fiir
N, . ist.
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