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Theory of groups: On hypersoluble groups.

The hyperderived subgroup G*® of a group G is the subgroup generated by the elements
x~10(x) where x ranges over G and @ ranges over the automorphism group of G. Then G is hyper-
soluble if taking hyperderived subgroups successively leads to the identity in a finite number of
steps. It is proved here that if the normal subgroup N of a group G is hypersoluble then N lies in
the hypercentre of G and that every periodic hypersoluble group is a nilpotent 2-group. Finally,
it is proved that an abelian group is hypersoluble if and only if it is a cyclic 2-group.

Dans (1) nous avons défini les groupes hyperrésolubles et montré comment ils constituent
une généralisation des groupes résolubles. Nous avons également montré que les seuls groupes
finis cycliques hyperrésolubles sont d’ordre 2", Nous continuons ici la recherche des groupes hyper-
résolubles. Aprés avoir démontré que tout groupe hyperrésoluble est nilpotent et que tout groupe
hyperrésoluble périodique est un 2-groupe nilpotent, nous démontrons que tout groupe hyper-
résoluble abélien est un 2-groupe cyclique.

Définition 1. Soit un groupe G et soit G*™® le groupe hyperdérivé de G, G*®
le groupe hyperdérivé de G*®, ... G*® le groupe hyperdérivé de G*(-1. Sl
existe un nombre entier k tel que G*®={1} groupe dont le seul élément est 'unité,
nous dirons que G est hyperrésoluble.

Définition 2. Soit un groupe G et sa série centrale ascendante: Z,={1}C
CZ(G)S...SZ,(G)S... pour i€l. Nous appellerons hypercentre de G le sous-
groupe de G, |J Z;(G).

iel

Théoréme 1. Tout sous-groupe normal hyperrésoluble d’un groupe G est contenu
dans I'hypercentre de G.

En effet, soit N un sous-groupe normal hyperrésoluble du groupe G et la série
hyperdérivée de N:

N NSNS DN o hoN =1l

Comme N, est caractéristique dans le sous-groupe normal N, cette série hyper-
dérivée est une série de sous-groupes normaux de G. Evidemment, N,C Z,(G).
Supposons que N;SZ,(G). Soit x€G et yEN;.;. N;., étant un sous-groupe
normal de G, I’élément x induit un automorphisme @ sur N,,,. Comme N {’=N,,
y~'x~lyx=y~10(y)EN,.

Alors, Yx€G et yEN,.;, x *yx=y(mod N) et donc x 'yx=y(modZ)
a cause de I'hypothése d’induction et il en résulte que y€Z,.,(G). Nous avons
donc démontré que N, SZ,(G)=N;;1£Z;,1(G), et donc NS Z,(G) qui est un
sous-groupe de I’hypercentre de G.
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Dans le cas particulier oi N=G, la démonstration ci-dessus montre que
la série
G2GW2. 2626 2...2{1}

est centrale, et nous pouvons énoncer le
Corollaire 1. Tout groupe hyperrésoluble est nilpotent.

En ce qui concerne les groupes infinis hyperrésolubles, nous pouvons démontrer
le résultat suivant:

Théoréme 2. Tout groupe périodique hyperrésoluble est un 2-groupe nilpotent.

En effet, si G est un groupe hyperrésoluble, G est nilpotent d’aprés le corol-
laire 1. G étant donc nilpotent et périodique, G est le produit de ses sous-groupes
de Sylow: G=G,XGgX...XG,X....

Puisque chaque G, est un sous-groupe caractéristique de G, tout automor-
phisme © de G peut étre décomposé en le produit d’automorphismes @, sur G,,
O, sur Gy, ..., @, sur G,, ..., cest-a-dire que si 'on a

X = (X9 Xgy 000y Xps 022)
avec Xx€G, x,€G,, X3€G;, ..., X,€G,, ... alors on a:

O (x) = (O2(x9), O3(xy), ..., Op(x,), ...)

Réciproquement, a tout ensemble ©; (i=2,3,...,p,...) d’automorphismes de G;
correspond un automorphisme @ de G. Il en résulte, puisque G est hyperrésoluble,
que tout G, est hyperrésoluble Yi=2,3, ...,p,.... Or, nous avons démontré dans
(1) que G; ne peut étre hyperrésoluble que si i=2. La décomposition de G se réduit
donc a G,, ce qui démontre le théoréme 2.

Remarque. Tous les groupes hyperrésolubles infinis ne sont pas périodiques.

En effet, on peut montrer que le groupe H engendré par les 3 éléments a, b,
c tels que a'®=1, b®=d®, b~lab=a'®, c"lac=a® et bc=cb est tel que H*®={1}
et constitue donc un exemple de groupe infini non périodique hyperrésoluble.

Nous avons démontré dans (1) que les seuls groupes finis cycliques hyper-
résolubles sont d’ordre 2"; nous allons a présent démontrer que tout groupe abélien
hyperrésoluble est cyclique d’ordre 2"

Nous dirons, dans la suite, qu'un groupe G est d’exposant k et nous écrirons
G*={1} si, ¥x€G, x*=1. Nous dirons que G est hyperrésoluble de longueur n si
G*™={1} et G*™V{1}.

Lemme 3. Si G est un groupe abélien hyperrésoluble de longueur n, alors G est
d’exposant 2",

En effet, si G est abélien, il admet I"'automorphisme J':
J(x)=x"1, VYx€EG et donc

x"1(x) = x~2%G*®D
et donc x2¢ G*™, si bien que

G*® D G = {x?|x€G).
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On démontre alors de la méme fagon que G*™2G*" et puisque G est hyperrésoluble
de longueur n,
G*™ = {1} 2 G qui est donc {1}.

Théoréme 3. Tout groupe hyperrésoluble abélien est cyclique d’ordre 2",

En effet, soit G# {1} un groupe abélien hyperrésoluble. D’aprés le lemme 3,
G est d’exposant 2". D’apres le théoréme de Priifer'®, G est donc le produit direct
de cycles dont I'ordre divise 2",

1) Dans la décomposition de G en produits de cycles, il existe un seul cycle d’ordre
le plus élevé 2*.

En effet, si (@) d’ordre 2%, G={(a)XB ol B est un sous-groupe de G. Si d€B,
3 un automorphisme @ de G tel que.

©(a)=ad et © conserve tous les cycles de B, si bien que a0 (a)=dcG*®
et donc BEG*W.

Si B contient un autre cycle (b) d’ordre 2*, le méme raisonnement montre que
acG*™ et finalement, puisque BSG*® et (a)SG*M, G*P=(a)XB=G, ce qui
est contraire & ’hypothése que G est hyperrésoluble.

2) Si G={(a)XB ou {a) est le seul cycle d’ordre 2*, alors B={1}:

En effet, puisque
—d’une part G*V2G?* (démonstration du lemme 3) a*€¢G*® — d’autre part
BCSG*™ (démonstration de 1)), G*V={(a*)XBet ona (@)XB>G*V 2 (a*-')XB
qui entraine que G*®W={(a®)XB.

Si B#{l}, soit 2 I'ordre le plus élevé des cycles contenus dans la décomposition
de B, comme on a démontré que G*V=(a*)X B, on montre que G**-=(a®)XB
qui est alors un groupe abélien hyperrésoluble dont la décomposition en produit
direct de cycles contient 2 cycles d’ordre le plus élevé 2, ce qui est impossible d’aprés
1). 11 en résulte que B={1}.

De 1) et 2), on déduit évidemment que G est cyclique d’ordre 2.

Le théoréme 3 donne une propriété caractéristique des 2-groupes cycliques.

Remarque: il existe des 2-groupes non-abéliens hyperrésolubles.

Exemple I. Le groupe dihédre d’ordre 2"+ n’est pas abélien et est hyper-
résoluble. En effet, un tel groupe G est défini comme engendré par a et b tels que
a*=p*=1 et b~'ab=a"'. On démontre que la série hyperdérivée de G est

OSSN o.oW yik

Exemple 2. Le groupe généralisé des quaternions d’ordre 2"*+', o n>2, est
non abélien mais hyperrésoluble. En effet, un tel groupe G est défini comme engendré
par a et b tels que a*'=1, b*=a*""", b~'ab=a"'. On démontre, en examinant
quels peuvent étre les automorphismes de G, que G**=(a) et donc que G est
hyperrésoluble de longueur (n+1).

On remarque cependant que pour n=2 (groupe des quaternions) G*V=6&
et n’est donc pas hyperrésoluble.
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