Von der Beriihrung zur Formung von Flichen”

Von PETER PAUKOWITSCH (Wien)

1. Eine reguldre, zusammenhingende C*-Fliche ®#cCR? ist bekanntlich genau
dann Teil einer Quadrik, falls @ in jedem Punkt von einer Quadrik hyperoskuliert
wird [7]. Diese Aussage habe ich auf regulire, zusammenhidngende C*-Hyperflichen
aus Quadriken des reellen projektiven n-Raums P", n=4 sowie aus quadratischen
Kegeln mit s-dimensionalem Spitzenraum in P", 0=s=n—4 verallgemeinert [11].
Weiter kann eine regulédre, zusammenhingende C3*— m-Fliche @ aus einem m-dimen-
sionalem Unterraum von P", 1=m=n—1 bzw. aus einer m-Sphire in R", 2=m=
=n-—1 dadurch gekennzeichnet werden, daB zu jedem Punkt P¢ @ ein & oskulieren-
der m-dimensionaler Unterraum bzw. eine @ oskulierende m-Sphire existiert ([5],
6.2.5, 6.3.5). Die lineare bzw. quadratische Struktur einer Fliche ist jedoch nicht
notwendig fiir die Charakterisierbarkeit unter Beniitzung oskulierender oder hyper-
oskulierender Flachen, denn ich konnte zeigen [12], [13]: Eine reguldre, zusammen-
hingende Fliche #cR? liegt genau dann in einer Regelfliche bzw. in einer Gesims-
fliche, insbesondere in einer Drehfliche, wenn @ in jedem Punkt von einer Regel-
Aache bzw. Gesimsfliche, insbesondere von einer Drehfliche hyperoskuliert wird.
Die vorliegende Note enthilt zwei exemplarische Sétze, mit deren Hilfe differential-
geometrisch ausgezeichnete Flichenklassen durch eine Aussage der folgenden Bauart
gekennzeichnet werden: Wird eine regulire, zusammenhdngende, hinreichend oft
differenzierbare Fliche ® in jedem ihrer Punkte von einem Exemplar aus einer Fli-
chenklasse von geeigneter Ordnung beriihrt, so ist @ eine Fliche dieser Klasse.

2. Der erste zentrale Satz stiitzt sich auf Flachenkurven. Es sei @ eine regulire
C"-Flache, r=3 in R®. Eine Menge ¥ von Flichenkurven aus @ nennen wir i. f.
ein Kurvensystem, falls gilt:

(K1) In allen Nichtwendepunkten der Kurven aus @ geniigen die Schmiegebenen
einer vorgegebenen geometrischen Bedingung.

(K2) Zu jedem Linienelement (P, ) von @ gibt es lokal genau eine 7 in P beriihrende
Systemkurve?).

(K3) Ist P nicht Wendepunkt aller durch P laufenden Systemkurven, so existiert
eine Flichentangente in P derart, daB3 die zugehorige Systemkurve in P einen
Henkelpunkt aufweist. Ist P dagegen doch Wendepunkt aller Systemkurven

1) Uber die Ergebnisse berichtete der Verfasser am 20. 12. 1983 im Rahmen des Mathemati-
schen Kollogquiums an der TU Miinchen.

?) Die Urkurven in R? des Systemkurven aus @ sind daher Losungen von Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung der Bauart y” =f(x, y, ).
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durch P, so existiert eine Flichentangente in P derart, daB sie die zugehdrige
Systemkurve in P hyperoskuliert.

(K4) Es gibt Flichen, die eine stetige Schar wendepunktfreier ebener Kurven tragen,
deren Ebenen die gemdB (K1) gegebene geometrische Bedingung erfiillen.

Wir nennen eine in (K3) beschriebene Flichentangente eine H-Tangente bzw.
die nach (K4) existierenden Flichen Formfldchen beziiglich der in (K1) genannten
geometrischen Bedingung (kurz H-Tangente bzw. Formfldche). BenGtigt man zur ana-
lytischen Fassung der Bedingung (K1) das Flichenelement /-ter Ordnung, so bezeich-
nen wir das Kurvensystem ¥ abhdngig vom Fléichenelement I-ter Ordnung®). Dann gilt

Satz 1. Es sei ® eine reguldre, zusammenhdngende C'-Fldche, die ein vom Fld-
chenelement I-ter Ordnung abhdngiges Kurvensystem trdgt (2=l=r—1). Existiert
zu jedem Punkt PE<® eine @ in P von (I+ 1)-ter Ordnung beriihrende Formfiiiche, so
ist @ eine Formfidche.

Beweisskizze. Sind @,, ®, zwei regulire C'-Flichen, die ein vom Flichen-
element /-ter Ordnung abhingiges Kurvensystem zur selben geometrischen Schmieg-
ebenenbedingung (K1) tragen, und beriihren?) einander &, und @, im gemeinsa-
men Punkt P von (/+ 1)-ter Ordnung, so erkennt man unter Beniitzung von Fn. 1,
2und 3:

(a) Die Systemkurven auf @, und @, zu in P gemeinsamer Flichentangente hyper-
oskulieren einander in P.

(b) Die H-Tangenten von &, und @, stimmen in P iiberein.

(c) Existieren in P nicht nur H-Tangenten, so bestimmen lokal um P die H-Tangen-
ten wegen /=r—1 stetig differenzierbare Vektorfelder auf @, und @,, und
fiir diese gilt: Die Integralkurven auf @, und @, zu einer H-Tangente in P
oskulieren einander in P.

Denken wir @ iiberzogen mit der stetigen Schar & der Integralkurven jener
H-Tangenten, welche auch Tangenten der ebenen wendepunktfreien Systemkurven
der @ von (/+ 1)-ter Ordnung beriihrenden Formflichen sind. (Die ebenen System-
kurven der Formflichen sind natiirlich auch Integralkurven.)

?) Trégt eine C-Fliche @ ein vom Flichenelement /-ter Ordnung, 2=/=r—1 abhingiges
Kurvensystem €, so sind die H-Tangenten im Punkt Pc& Begriffsbildungen des Flichenelements
I-ter Ordnung, was wie folgt einzusehen ist: Die Kurven aus € sind nach Fn.1 aus C"~'*2, Die
Torsion 7, die geoditische Torsion 79(C;) sowie das orientierte WinkelmaB o der Schmiegebene
gegen die Flichennormale lings einer Wendepunktfreien Systemkurve c¢,(J)=f(U)=@ sind durch

¥, da .
r‘(C})=r+d—‘ IC A~ mit c,=foc, éf(f¢)5=(¢';(fo);é:(‘o))ETcun)f; 1€, c(r)eU gekoppelt ([5),

dx
7.1.2). Die Funktion E;: I-+R hiingt in einem Henkelpunkt ¢,(0) daher nur von der geoditischen

Torsion t¥0¢,(0) der Kurve, also nur von den ersten / Ableitungsordnungen des Flichenkurven-
weges cy:/-R® ab.

¢) Die Beriihrung k-ter Ordnung zweier C"-Flichen @,, #,CR* (1=k=r) in einem gemein-
samen reguliren Punkt P erklirt man ber die Existenz von Parametrisierungen f;: U;cR*—
-=filU)=9,, fila;))=P, a;cU,, i=1,2 derart, daB die Ableitungen fon f;, f; an der Stelle a, bzw.
a, bis Ordnung k iibereinstimmen ([5], 4.3.1).
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Aufgrund von (c) stimmt die Schmiegebene jeder Kurve aus & stets mit der
Schmiegebene der die Kurventangente beriithrenden, wegen (K2) lokal eindeutig
bestimmten Systemkurve auf @ iiberein, sodall & eine stetige Schar von System-
kurven auf & abgibt. Die Kurven aus € sind wegen (a) eben und wendepunktfrei,
@ ist daher lokal (im Sinne der Identifizierungstopologie beziiglich einer Para-
metrisierung von @) formflichig. Differentiationsklasse und Zusammenhang lassen
@ global als Formfliche erkennen. 0O

3. Anwendungen von Satz 1 auf differentialgeometrisch ausgezeichnete Flichen-
klassen.

(I) Die Geoddtischen einer C3-Fliche in R® bestimmen ein vom Flichenelement
zweiter Ordnung abhingiges Kurvensystem, die H-Tangenten fallen in die Kriim-
mungstangenten ([5], 7.1.2), die Gesimsflichen mit wendepunktfreien Profilkurven
geben die Formflichen ab ([5], A 7.1.8, 9). Nach Satz 1 gilt daher: Wird eine regu-
ldre, zusammenhdngende C?®-Fldche @ in jedem ihrer Punkte von einer C3*-Gesims-
fldche mit wendepunktfreien Profilkurven hyperoskuliert, so ist ® eine Gesimsfliche
mit wendepunkifreien Profilkurven®).

(I) Die (von den Schmieglinien verschiedenen) Pseudogeoditischen einer
C3®-Fliche in R?, also jene Flichenkurven, in deren Nichtwendepunkten die Schmieg-
ebenen festes WinkelmaB « mit O=a<=mx/2 gegen die Flichennormalen aufweisen,
bilden ein vom Flichenelement zweiter Ordnung abhiingiges Kurvensystem mit den
Kriimmungstangenten als H-Tangenten ([5], 7.1.2). Die Formflichen tragen eine
stetige Schar ebener pseudogeodatischer Kriimmungslinien®), sodaBB Satz 1 ergibt:

Wird eine reguldre, zusammenhingende C3-Fliche ®CR?® in jedem ihrer Punkte
von einer C*-Fldche hyperoskuliert, welche eine stetige Schar von ebenen wendepunkt-
freien Pseudogeoditischen trigt, so weist @ eine stetige Schar von ebenen wende-
punktfreien Pseudogeodiitischen auf.

Sind die ebenen Pseudogeoditischen der Formfiichen insbesondere durch-
wegs kreisformig, liegen also kanalflichige’) Formflichen vor, so existiert nach
2(a) in jedem Kurvenpunkt der ebenen Pseudogeoditischen aus @ ein hyperoskulie-
render Kreis; diese Pseudogeoditischen sind daher kreisformig, @ also kanalflichig.
Wir fassen zusammen : Wird eine regulire, zusammenhdngende C3-Fliche ® in jedem
Punkt von einer C*-Kanalfiiche hyperoskuliert, so ist ® eine Kanalfiiche.

(IIN) Ist (P,1) ein Linienelement einer reguliren C®-Fliche @ und ¢ keine
Schmiegtangente, so erfiillen die Schmiegkegelschnitte der ebenen Schnittkurven von
& mit den von der Tangentialebene in P verschiedenen Ebenen durch ¢ die Moutard-

) Diese Aussage habe ich in [12], [13] nur fiir Flichen der Klasse C* bewiesen. Die Reduk-
tion der Differentiationsvoraussetzungen ist darin begriindet, daB die jetzige Beweisidee Integral-
kurven von Vektorfeldern auf der Ausgangsfliche beniitzt, a.a.0. jedoch Parameterisierungen zu
gegebenen Richtungsfeldern herangezogen werden.

%) Mit zwei der folgenden drei Eigenschaften besitzt eine Flichenkurve auch die dritte ([5],
7.1.2): Ebene Kurve, Pseudogeoditische, Kriimmungslinie,

7) Die von den Flichennormalen lings einer kreisférmigen Pseudogeoditischen gebildete
torsale Rz2gzlfliche ist drehkegelformig; trigt cine Fliche @ eine stetige Schar solcher Kurven, so
hiillt & eine stetige Spharenschar ein, @ ist also eine Kanalfliche.
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quadrik von (P, t) ([3], Bd. 1, 78). Eine wendepunktfreie Kurve k< @ heilit eine
Pangeodtische, falls die Schmiegebene in jedem Punkt Pck beziiglich der zur
Kurventangente ¢ in P gehorenden Moutardquadrik polar liegt zu jenem Grat-
punkt der @ lings umschriebenen torsalen Regelfliche, welcher der zu ¢ konju-
gierten Flichentangente angehort ([3], Bd. 2, 220, 221). Die Pangeoditischen einer
Fliche bestimmen daher ein vom Flichenelement vierter Ordnung abhiingiges Kur-
vensystem. Die Formflichen tragen eine stetige Schar ebener pangeoditischer Schat-
tengrenzen®), und Anwendung von Satz 1 ergibt: Wird eine regulire, zusammen-
hingende C®-Fliche @ in jedem ihrer Punkte von einer C°-Fliche mit einer stetigen
Schar ebener wendepunkifreier Schattengrenzen von fimfter Ordnung beriihrt, so trdgt
& eine stetige Schar ebener wendepunktfreier Schattengrenzen®).

Bei den folgenden Flichenklassen existieren mehrere geometrisch ausgezeichnete
Kurvensysteme.

(IV) Die doppelten Kanalflachen sind genau die Dupinschen Zykliden; zwei-
malige Anwendung von (II) ergibt : Wird eine reguldre, zusammenhdngende C3-Fldche
@ in jedem ihrer Punkte von einer Dupinschen Zyklide hyperoskuliert, so ist ® Teil
einer Dupinschen Zyklide.

(V) Trégt eine (nichtsphérische) Kanalfliche neben den ebenen kreisférmigen
Pseudogeoditischen noch eine Schar von ebenen Geoditischen, so ist ¢ dreh-
flachig'?). Aus (I) und (II) folgt daher: Wird eine reguldre, zusammenhdngende
C3-Fliche @ in jedem ihrer Punkte von einer Drehfliche mit wendepunktfreiem Meri-
dian hyperoskuliert, so ist ® Teil einer Drehfliche mit wendepunkifreiem Meridian
(vgl. Fn. 5).

(VI) Die Tori sind genau die Dupinschen Drehzykliden. Aus (IV) und (V)
erhalten wir: Besitzt eine reguldre, zusammenhiingende C3-Fliche @ in jedem ihrer
Punkte einen hyperoskulierenden Torus, so ist & Teil eines Torus.

(VII) Eine Riickungsfliche, also eine Schiebfliche mit ebenen Schiebkurven,
besitzt ein konjugiertes Netz ebener Parallelschattengrenzen, zweimalige Anwendung
von (III) l1iBt daher erkennen: Wird eine reguldre, zusammenhdngende C®-Fliche
@ in jedem ihrer Punkte von einer Riickungsfldche mit wendepunkifreien. Schiebkur-
ven von fiinfter Ordnung beriihrt, so ist @ eine Riickungsfliche mit wendepunktfreien
Schiebkurven.

8) Nach ([3], Bd. 2, 201) bssitzt ecine wendepunktfreie Flichenkurve mit zwei der folgenden
drei Eigznschaften alle drei: Ebzne Kurve, Pangeoditische, Schattengrenze.

#) Nach W. BLASCHKE gehort eine Fliche @cR® einer Quadrik an, falls alle Parallelschatten-
grenzen eben sind ([2], § 45). Ich konnte zeigen [10]: Sind die einer Fliche ®@#cR?* aus den Punkten
einer Geraden g beriihrend umschriebenen Kegel durchwegs quadratisch, so ist @ Teil einer Quadrik,
falls ein von der Auswahl des Lichtpunktes unabhéngiges, beziiglich aller dieser Lichtkegel polares
Paar (Punkt P, Ebene ¢), P g, gce existiert. Nach U. Simon [17] ist eine Fliche @cR® nicht-
verschwindender Gauss-scher Kriimmung notwendig Teil einer Sphire, falls jede Parallelschatten-
grenze auch Pseudogeodatische ist. Dies verallgemeinert eine Frage von W. BLASCHKE nach jenen
Flachen, deren Parallelschattengrenzen stets auch Geoditische sind ([2], 193); eine elegante Losung
diese Frage findet sich bei J. BLank ([1], 45).

10) Nach [4] ist eine Fliche @cR?® spharisch, falls @ zwei Scharen von krummen, ebenen
Geoditischen trigt.
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(VIIT) Unter den Flichen mit einer stetigen Schar ebener Schattengrenzen wur-
den in der Literatur insbesondere jene studiert, die zugleich Regelflichen!) sind.
Aus 1 und (III) folgt: Wird eine regulire, zusammenhdingende C®-Fliiche ® in jedem
ihrer Punkte von einer Regelfliche mit einer stetigen Schar ebener wendepunktfreier
Schattengrenzen von fiinfter Ordnung beriihrt, so ist ® eine Regelfliche und tragt eine
stetige Schar ebener wendepunkifreier Schattengrenzen.

Es ist unmittelbar ersichtlich, daB auch in der affinen und projektiven, aber
auch in der relativen Differentialgeometrie fiir ,,Sphiren*, ,,Rotationsflichen** und
»Gesimsflichen* (beziiglich dieser Begriffe vgl. [2], [3], [6] und [14]) Kennzeichnun-
gen unter Beniitzung berithrender Formfldchen gelten. Auch bieten sich Verallgemei-
nerungen hinsichtlich der Dimension und Codimension an.

3. Der zweite zentrale Satz beniitzt geometrisch definierte Funktionen auf Fla-
chen; eine Fliche @ nennen wir Formfldche beziiglich einer solchen Funktionen F
(kurz Formfliche), falls F auf ® konstant ist.

Satz 2. Wird eine regulire, zusammenhdngende C'-Fliche ®CR® in jedem
ihrer Punkte von einer C™-Formfldche zu einer gewdhlten, geometrisch definierten, vom
Fléiichenelement I-ter Ordnung abhdngigen Funktion F (1=Il=r—1) von (I+ 1)-ter
Ordnung beriihrt, so ist @ eine Formfiiche beziiglich F.

Bewess. Ist f: UcR!*~f(U)=®cR® bzw. f: UcR*~f(U)=#cR® cine
CT-Parametrisierung von @ bzw. der @ im Punkt P€® von (/+1)-ter Ordnung
beriihrenden Formfliche & mit 7(0)=7(0)=P, so gilt (Fof)(0)2(Fof)(0) wegen
Fof, FofeC™=!, r—1=1, also (Fof), ;(0)=0, j=1,2 wegen Fof=konst. Zu
jedem Punkt Pc@ existiert daher eine Parametrisierung fp: Up—/fp(Up)=®,
fp(0)=P derart, daB die ersten particllen Ableitungen der Koordinatendarstellung
Fofp: Up—~R beziiglich fp in 0€U, verschwinden. Die Kettenregel lehrt, daB
dieses Verschwinden parameterinvariant, also Fof: U—+R wegen des Zusammen-
hanges von @ konstant ist fiir jede C'-Parametrisierung f: UcR2—f(0)=®;
damit ist auch F: ®—~R konstant, @ also eine Formfliche beziiglich F. O

Natiirlich bleibt Satz 2 richtig, wenn wir die Fliche & und die Formflichen
durch eine Kurve k und ,,Formkurven** ersetzen.

4, Anwendungen von Satz 2 auf differentialgeometrisch ausgezeichnete Kurven-
und Flichenklassen.

(I) Wird eine reguliire, zusammenhdngende C*-Fldche ® in jedem ihrer Punkte von
einer C*-Fliche konstanter Gauss-scher Kriimmung, insbesondere einer C*-Torse bzw.
von einer C*-Fldche konstanter mittlerer Kriimmung, insbesondere einer C*-Minimal-
fliche oskuliert, so ist @ eine Fliche konstanter Gauss-scher Kriimmung, insbesondere
eine Torse bzw. eine Fliche konstanter mittlerer Kriimmung, insbesondere eine Mini-
malfiiche.

(IT) Unmittelbar ersichtlich ist die Verallgemeinerung von Satz 2 zur affinen,
projektiven und relativen Differentialgeometrie. Beispielhaft gilt: Besitzt eine reguldre,

1) Nach [8] ist eine C*-Fliche dieser Art notwendig analytisch und triigt ein konjugiertes Netz
ebener Schattengrenzen.
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zusammenhdingende C*-Fliche ® in jedem ihrer Punkte eine von vierter Ordnung
beriihrende Affinminimalfliiche, so ist ® eine Affinminimalfldche?).

(III) Wird eine regulire, zusammenhingende C3- (bzw. C*-) Kurve kCR® in
Jjedem ihrer Punkte von einer C3- (bzw. C*-) Kurve konstanter Kriimmung (bzw.
konstanter Torsion) hyperoskuliert (bzw. von vierter Ordnung beriihrt, so besitzt k
konstante Kriimmung (bzw. konstante Torsion). Ebenso gilt: Wird eine reguldre,
zusammenhdingende C*-Kurve kCR® in jedem ihrer Punkte von einer Schraublinie
bzw. einer C*-Boschungskurve'®) von vierter Ordnung beriihrt, so ist k Teil einer
Schraublinie bzw. eine Boschungskurve.

Unmittelbar ersichtlich sind Verallgemeinerungen auf Kurven in R®, n=4. Wei-
ter konnen wir die Kurven konstanter Kriimmungen zu beliebigen Untergruppen
der projektiven Gruppe des reellen projektiven n-Raums P, n=2 unter Beniitzung
beriihrender Formkurven kennzeichnen und geben dafiir zwei Beispiele an: (a) Besitzt
eine ebene, reguldre, zusammenhdngende C*-Kurve k in jedem ihrer Punkte eine von
vierter Ordnung beriihrende logarithmische Spirale, so ist k Teil einer logarithmischen
Spirale; (b) Existiert zu jedem Punkt einer reguliren, zusammenhdngenden, henkel-
punktfreien C"+%-Kurve kCR", n=2 eine von (n+ 2)-ter Ordnung beriihrende Kurve
verschwindender Kriimmungen i. S. der Differentialgeometrie beziiglich der Gruppe
volumstreuer Affinititen, so ist k Teil einer solchen ,,Normkurve*‘1*). Verallgemeine-
rungen von Satz 2 hinsichtlich der Dimension und Codimension bieten sich an.

5. Durch Kopplung von Satz 1 und Satz 2 kénnen wir weitere Flichenklassen
kennzeichnen.

(D) Jene Minimalflichen in R3, die zugleich Affinminimalflichen sind, werden
nach G. THoMSEN benannt. Wir erhalten daher: Eine reguldre, zusammenhdngende
C*-Fliche ®cR? ist genau dann Teil einer Thomsenfliche, falls ® in jedem ihrer
Punkte von einer Thomsenfliche von vierter Ordnung beriihrt wird.

Insbesondere gehoren die Enneperschen Minimalflichen zu den Thomsenfli-
chen ; deren Kriimmungslinien sind durchwegs eben. Wir erhalten daher: Wird eine
regulire, zusammenhingende C*-Fliche ®CR3 in jedem ihrer Punkte von einer
Enneperschen Minimalfldche von vierter Ordnung beriihrt, so ist ® Teil einer Enneper-
schen Minimalfliche.

(IT) Die Minimalflichen in R3, welche zugleich Riickungsflichen mit ortho-
gonalen Profilebenenscharen sind, heiBen Scherksche Minimalflichen. Daher gilt:
Wird eine reguldre, zusammenhiingende C®-Fliche ®CR® in jedem ihrer Punkte von
einer Scherkschen Minimalfiiiche von fiinfter Ordnung beriithrt, so ist ® Teil einer
Scherkschen Minimalfidiche.

Ebenso gestatten die Wendelfliche als Minimalregelfliche und das Katenoid
als Minimaldrehfliche folgende Kennzeichnung: Wird eine regulire, zusammen-

12) Nach [2] hdngt die mittlere Affinkriimmung vom Flichenelement dritter Ordnung ab.
13) Eine (wende- und henkelpunktfreie) Boschungskurve in R® ist durch konstante konische
x
Kriimmung — gekennzeichnet.
T

14) Dieses Ergebnis habe ich in [9] mit anderen Methoden gewonnen.
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hingende C3-Fliche ®cR® in jedem ihrer Punkte von einer Wendelfiiche bzw. von
einem Katenoid hyperoskuliert, so ist @ Teil einer Wendelfliche bzw. eines Katenoids.

(III) Die Schraubflichen ordnen sich hier ebenfalls ein: Besitzt eine reguldre,
zusammenhdngende C*-Fliche ®CR® in jedem ihrer Punkte eine von vierter Ord-
nung beriihrende Schraubfiiche mit wendepunktfreiem Meridian, so ist ® eine Schraub-
fldche mit wendepunkifreiem Meridian. Das erkennen wir wie folgt: Die Bahnkurven
der @ von vierter Ordnung beriihrenden Schraubflichen sind pseudogeoditische
Schraublinien, sodaBl @ nach 3(II) und 4(III) zundchst eine stetige Schar pseudo-
geod itischer Schraublinien trigt. Weiter sind die Orthogonaltrajektorien der Bahn-
schraublinien der Formflichen jeweils kongruente Geoditische'®), und unter Beniitz-
ung von Satz 2 sowie 3(I) ,,vererben‘* sich sowohl Kongruenz als auch geoditisches
Verhalten bei Berithrung vierter Ordnung der Formflichen und ¢ auf die Ortho-
gonaltrajektorien der pseudogeoditischen Schraublinien aus @; diese passen daher
in eine einzige Schraubung, sodaBl @ eine Schraubfliche ist.

AbschlieBend erwahnen wir noch zwei Beispiele fiir nichtgleichdimensionale
Partner: (a) Beriihrt eine regulire, zusammenhingende C'*'-Kurve kcCR" den
Schmieg-l-Raum stets von (I+ 1)-ter Ordnung, 1=I1=n—1, so gehort k einem festen
I-Raum an; (b) Beriihrt eine reguldre, zusammenhdngende C"+'-Kurve kCR", n=2
die Schmieghypersphdre stets von (n+ 1)-ter Ordnung, so liegt k in einer festen Hyper-
sphdre ([5], 3.3).
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15) Diese Kurvsn gehen ndmlich bei Verbiegung einer Schraubfliche in eine Drehfiiche in
deren Meridiane iiber.



