Construction de plans en blocs de chainettes

Par FRANCIS MAURIN (Paris)

Les plans en blocs de chainettes (handcuffed designs) ont été introduits par
HUNG et MENDELSOHN et étudiés par ces derniers ainsi que par J. F. LAWLEss [1].
A partir de plans construits sur les ensembles ¥V, et V,, nous construisons ici des
plans construits sur ¥V, UV,. Le théoréme qui fait le principal objet de cet article
donne des conditions suffisantes pour que cela soit possible. Nous montrons enfin
comment le théoréme démontré paut étre appliqué pour prouver l’existence de
plans en blocs de chainettes.

Définitions et notations

Soit ¥ un ensemble tel que Card V'=v et soit &= {B,, B,, ..., By} un ensemble
de blocs, dont certains peuvent étre identiques, formés d’éléments distincts de V,
tels que Card B;=k<v, Vi=1,2,...,b. Notons B;=(a;, a3, ..., %) a,#a;,,
VIl#=m. A partir d’un tel bloc dans lequel les éléments sont ordonnés, nous pouvons
former un ensemble non ordonné de k—1 2-parties de V:

Bf = {{ai.n ai.l}s ceey {ai.j: ai.j+1}9 ) {ai.k-h al,k}}'

Si chaque élément de V se trouve exactement dans r blocs B; et si chaque 2-partie
de V se trouve exactement dans A ensembles de 2-parties tels que B}, nous dirons
que 4 est un plan en blocs de chainettes de paramétres, », k et A que nous désignerons
par (v, k, A)—HD.

Il est alors facile de montrer que le nombre b de blocs et » sont: b=A4 ;—8:‘- 3
_ L, k(v=1)

et r=1 20‘—_15 .
Theoreme

S’il existe un (vy, k, 2,)—HD construit sur V, et un (vy, k, Ay)— HD construit
sur Vy et si v, et vy sont premiers entre eux, alors il existe un (v,+ vy, k, A)—HD
construit sur ViUV, ou A est le P.P.CM. de A, 2, et 2(k—1).

Notons V,={ay, @1, ..., p,—1} €t Vo={by, by, ..., b,,_,}. Nous démontrons
ce théoréme en 3 étapes. D’abord, nous montrons Iexistence d’une suite ()
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(/=0,1, ..., 2v,2,) telle que les {x;.,«;,,} décrivent exactement 2 fois ’ensemble
des 2-parties {x, y} de V,UV, (x€V, et yeV,) lorsque j’ décrit {0, 1, ..., 2v,v,—1}.
Ensuite, nous formons, a partir de la suite (x;) un ensemble de blocs C,
(n=0,1,2, ...,vv,—1) tels que chaque 2-partie {x,y} de V,UV, (x€V,, y€V,)
figure dans 2(k—1) ensembles C;, chaque élément de ¥V, figure dans k v, blocs
C, et chaque élément de V, figure dans k v, blocs C,. Enfin, nous effectuons la con-
struction d’'un (v;+v,, k, A)—HD sur VUV, a partir de I’ensemble de blocs
C,, du (v, k, A)=HD construit sur ¥, et du (vs, k, A)—HD construit sur V,.
1) Considérons la suite (z;) (j=0, 1, ..., 2v,v,) définie par:

si j=2I % = a,
si j=2I+1 a;=b,

ou /; et /, sont respectivement les restes de la division de / par v, et v,.

Dans la suite (2;), un b; donné est immédiatement précédé une fois et une
seule par un a,, donné. En effet, compte tenu de ce que v, et v, sont premiers entre
eux, il existe un seul /€{0, 1, ..., v,v,—1} tel que m=1I mod (»,) et i=I mod (v,)
puisque I’équation m-+sv;=i+1tv, admet alors une solution unique en (s,¢) pour
s=v,—1 et t=v,—1. De la méme fagon, dans la suite (2,), un b; donné est immédia-
tement suivi une fois et une seule par un g, donné. 1l en résulte que les {a;, ;. 44}
décrivent exactement 2 fois 'ensemble des {x, y} telles que x€V, et yeV, lorsque
j’ déerit {0, 1, ..., 2v,v,—1}.

2) Considérons la suite (B,) (h=0, 1, ..., 2v,v,+ k—2) définie par

By=a, pour h=0,1,...,20,0—1.
By=a, pour h=2,0,+u Yu=0,1,..k=-2
Construisons, a partir de (f,), ’ensemble de 2v,2, blocs:

Ce= (ﬁm ﬁn+1: esry ﬁg+k-1) =01, ... 201&’,—1.

a) L’existence d'un (v, k, A)—HD et dun (v,,k, is)—HD entraine que
inf (v, vy)=k, donc que k=2inf(v;,v,)+1 et donc qu’il n’y a pas de répétition
d’un élément dans C,,.

b) La propriété de la suite (;) démontrée dans 1) entraine que chaque 2-par-
tie {x,y} (x€V,, y€V,) setrouve dans 2(k—1) ensembles de 2-parties tels que Cj.

¢) Un «; donné figure dans k blocs C, pour j=0,1,...,2»2,—1. Or parmi
les a; se trouve chaque a répété v, fois et chaque b répété »; fois. Il en résulte que
chaque a figure dans kv, blocs C, et chaque b figure dans kv, blocs C,.

3) Soit 4 le (v, k, A)—HD constitué des blocs du (2, k, 4,)—HD répétés

J.i fois. Soit B le (v,, k, A)— HD constitué des blocs du (v,, k, 1,)— HD répété
1

JLL fois et soit C I'ensemble des blocs C, répétés 'Z_fk_l_l_)
2 i
ment A;, B; et C,, les blocs des ensembles A4, B et C et soit T I’ensemble des blocs de
A, de BetdeC.

fois. Soient respective-
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a) En ce qui concerne la présence d’un élément donné de V,UV, dans les

Ak(vy—1)
—Tk_"l—)‘-‘ blocs A(, dans aucun bloc B‘ et

j. & (v1+vg— 1)
S 3= kv, blocs C, soit en tout dans ik 20c-1)

2 ay (D1 +0g—
méme fagon, une lettre b se trouve dans z.k-(—'-—-’——

blocs de T, une lettre a se trouve dans

dan blocs de 7. De la

1)
S T%)) blocs de 7.

b) En ce qui concerne les 2-parties de V,;UV,, on trouve A fois les 2-parties
{x;, xs} de ¥V, dans I’ensemble des A4}, A fois les 2-parties {y,,y,} de V, dans
I’ensemble des Bj et, d’apres le 2), A fois les 2-parties {x,y} de VUV, telles que
XEV, et yEV,.

L’ensemble des

0,0y —1) . 0(ve—1) A _ L (o) (0 +0,—1)
A 2(::-1) 5(::—1) R 7 ) e 2(1(.—1)1I

blocs de T posséde bien toutes les propriétés qui définissent un plan en blocs de
chainettes de parameétres »;+v,, k €t A.

+A

Remarques

Le théoréme que nous venons de démontrer peut servir a prouver l’existence
de nombreuses familles de plans en blocs de chainettes de paramétre A=2(k—1).

En effet, J. F. LAwWLESs a montré (théorémes 5 et 6 de (1)) qu’il existe un
(v, k, 2(k—1))—HD pour v=p'>k, p premier. Nous en déduisons donc, en uti-
lisant notre théoréme, que:

Y A>0, il existe n entier >A tel qu'un (n, k,2(k—1))—HD existe.

De la méme fagon, si p et g sont deux nombres premiers différents, p‘+ ng’
est premier avec ¢/. D’aprés notre résultat, 'existence d’un (p'+ng’, k, 2(k—1))— HD
et d’un (¢’, k,2(k—1))—HD entraine celle d'un (p'+(n+1)q’, k, 2(k—1))—HD.
On en déduit qu'il existe toujours un (p'+nq’,k,2(k—1))—HD, Vn entier, si
P>k et ¢'>k.

(¢ ]jEin Sa;ctic‘:?l}lli‘er,l)\;pﬁ?o premiers, i et j tels que p'>k et g/>k, il existe un
pP\q + y My s i .
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