Determination des repetitions d’une certaine suite
recurrente linéaire

par MAURICE MIGNOTTE (Strasbourg)

Abstract. We consider the sequence (up)n=0 defined by wy=u;=0, us=1 and u,,s=2u,,s—
=4u, .y +4u,. We determine all the values of ¢ and » such that the equation u,= +¢ has at least
two solutions in n.

Résumé. Nous considérons la suite (up)p=o définie par we=1,=0, ug=1 et up,3=2Up;2—
—4u, .1 +4u,. Nous déterminons toutes les valeurs de ¢ et n telles que I'équation w,= t¢ ait au
moins deux solutions en n.

1. Introduction

Etant donnés une suite (u,),>, de nombres entiers et un nombre ¢, par défini-
tion la c-multiplicité de la suite est la quantité M(c)=Card {n;u,=c} — donc
M (c)= = — et la multiplicité M de u est la borne supérieure des M(c), ¢ parcourant
les entiers.

La multiplicité des suites récurrentes linéaires quadratiques entiéres a été beau-
coup étudiée et K. KuBoTta [2] 2 montré que

M vaut au plus quatre si u n’est pas dégénérée.

Ce résultat a été ensuite amélioré par F. BEUKERS [1] (pour plus de détails, voir
I’exposé de R. TUDEMAN [5]).

On sait beaucoup moins de choses sur les suites récurrentes linéaires cubiques
a valeurs entiéres, en particulier il ne semble pas que 'on sache démontrer dans ce
cas 'existence d’une borne absolue pour M lorsque la suite n’est pas dégénérée. En
1974, J. BERSTEL a donné I'exemple de la suite définie par

Ug=1u; =0, ug=1 et u,43=2U49—4U,4,+4u, pour n=0.

On peut vérifier que wuy=u;=us=ug=t3=uz=0, donc M(u)=6. En [3],
nous avons montré, grice 3 une méthode 53-adique, que ce sont les seuls zéros;
c’est par une extension de cette méthode et aussi I'utilisation de minorations de
formes linéaires de logarithmes que nous déterminons ici toutes les valeurs de ¢
telles que M(c)+M(—c)>1 et les solutions de I’équation correspondante u,= +c.

La résolution compléte de I’équation u,,= tu, est la suivante.

Theoréme. Soit (u,),cz la suite récurrente linéaire définie par
U= =0, uy=1 et U,13=2Uy9—4Uys +4u,, ncZ.
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Alors I'équation
[l = |1, n=>m,
a les seules solutions

Uy =u, =0, mnc{0,1,4,6, 13, 52},

m=7 n=9, u;=1u =16,

m=10, n=11, wuy=—u, =—64,

.m=18, n=20, wug=—uy =—4096,

m=25 n=29, uy=-—uy=262144,

.m=46, n=47, uy,= uy; =—50465865728,
=—2, n=—1, u_g=u_,=1/4,

.m,ne{—6,—5, -4}, u_g=—-u_s=—u_,=1/16.

En [4], il est démontré qu'on peut résoudre effectivement le probléme traité
ici, du moins en principe. Le but du présent travail est de montrer qu’on peut effec-
tivement le résoudre dans un cas particulier qui n’est pas véritablement évident.
Plus précisément, la méthode proposée en [4] repose sur deux utilisations de minora-
tions de formes linéaires de logarithmes; dans un premier temps, une telle minora-
tion fournit une borne inférieure de |u,|, donc une majoration de n—m lorsque
u,=tu, et n=>m, on parvient ensuite @ majorer m grace a la minoration d’une
seconde forme linéaire de logarithmes déduite de la relation wu,=+u,. Mais les
bornes ainsi obtenues sont colossales et il n’est pas clair qu'en pratique on puisse
calculer toutes les solutions. Dans les exemples ou on utilise une forme linéaire de
logarithmes a coefficients constants, on peut en général réduire I'intervalle & étudier
en calculant les logarithmes avec une précision de quelques centaines de chiffres,
mais dans le cas présent la seconde forme linéaire dépend de n—m et cette méthode
est inapplicable. Ici la premiére étape est remplacée par un argument purement
arithmétique qui fournit une estimation bien meilleure de n—m. Pour la seconde
étape, nous utilisons la meilleure estimation explicite qui figure dans la littérature
— due & M. WALDSCHMIDT — et qui conduit a |m|<e®, Il reste ensuite 4 déter-
miner toutes les solutions qui appartiennent a l'intervalle [—e®, %], ce que nous
avons réalisé avec le souci de ne pas faire appel a trop de calculs nécessitant un
ordinateur.

En outre, nous avons choise cet exemple parce que c’est la seule suite récur-
rente linéaire cubique entiére non dégénérée que nous connaissions qui posséde
six zéros.
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I1. Etude modulo 2, 7, 29 et 257
1. Préliminaires

Considérons les trois suites @, »@, »® définies par
@ =y, pour i=0,1,2 ¢t 2=0.
Ces trois suites vérifient la méme relation de récurrence et les valeurs
V=0, vM=0 o =16 ovi? =-64, v’ =0, vV = 2048
montrent qu'il s’agit de la relation

v§2s = —4v 2, — 1602, + 640"
Posons
wd =4, i=12 et w® =410,

Les suites w("” sont a valeurs eintiéres et vérifient

. i (i i
_ whs=—wil—wi,+w®, n=0.
Notons auss1 que

us"+i - 4" W,('” pour i = 1, 2 Ct us“ = 4&—1 W.El".
Nous considérons maintenant les douze fonctions f; définies par
Sajer(m) =wP(@n+j), j=0,1,2,3, k=0,1,2.

Soient «, f et y les racines de I’équation X3+ X2+ X—1=0, alors a—1, f—1 et
y—1 sont solutions de X®+4X2+6X+2=0 donc 2 divise (x—1)3, (f—1)° et
(y—1P etona

d=p=y"=1 mod2.

De plus les fonctions f; sont de la forme
j“(nj — ala‘u-!-blp‘n-i-cl?h'
Posons af=1+24, B'=1+2u, y*=1+2v; alors 4, u, v sont des entiers algébriques et
fi(n) = a;(14+22)"+b;(14+2p)"+¢;(1+2v)"

= Z (a,-ﬂ."+b;u"+c,-v")2* [:]

k=0
donc fj(n) est de la forme

finy = 2 Culon

ol
(Mo=1, (My=n, (n)=n(m-1)..(n=k+1),

2l
Cu= (a.ilk‘l'biuk""clvl)ﬁ;
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par identification on voit aussi que
k

Co=Fil0), Ca=FD~FO), .. Ca =1 3 (-1 () 5.

Jj=0

On trouve ainsi les premiéres valeurs des C; ;:

i of 11 2| 3| 4| 81 61 2| 8] 9o 101 1t
5 | S R R R R Y PR
s 4] o] =4] =41 ‘2] & ~4'=4¢] 0| 12| 2] -8
Cui =81 al &} o =6 =«] 15} '] =¥1=24| 2| ©
s 16|—16|—24| 32| 24| —8|-80| —8| 56| 64[—32|—88
: ToI5) 8| 20| 8|-56|—16| 32| 72|—12|-64| —4| 48| 60

Cette table montre en particulier que les nombres
aA*+b it +ev, k=0,1,2, i=0,1,...,11

sont entiers; il en résulte qu’ils sont entiers pour tout k. Si v, désigne la valuation
2-adique on en déduit

k k k
w(C) = k—ny(k) = k[ 5| - [5] .- [55].
D’ou en particulier les congruences
filn) = £,(0) (mod2) i=0,1,..,11,

fi(n) =£,(0) (mod4) si i=0,1,2,3,5,6,7,8,9,11.

et méme

2. Premieére réduction

Supposons que I'on ait
U,=tu, avec m<n

alors les congruences précédentes montrent que les seules possibilités sont
e {0, 1, 4, 6}
ou (m,m)E{(7,8), (10,11)} et n=m+1

(on a posé X=x mod 12).
Traitons d’abord le cas (i, n)=(7, 8). Considérons la fonction fy—f;; on a

fix=1D)=f(x—1) = £,(%),

en effet les deux membres vérifient la méme récurrence cubique et coincident pour
x=0,1 et 2.
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Le tableau des C; montre que pour x entier on a
fi(x) = 2x(x—1) mod 4x(x—1),
d’oul les assertions suivantes

Hi)=0ex=0 ou x=1
et
x#0, 1= ”2(f1(x)) = l+u=(x(x—l)).

Il en résulte que si (m,n)=(7,8) et u,=u, alors (m,n)=(—5, —4) ou (7,8).
Par ailleurs la relation

fr(x)+f5(x) =2 mod 4

montre que pour (i, 7A)=(7,8) ona u,#—u,.
Supposons maintenant (i, 7)=(10, 11). On a

Sr0(x) +/11(x) = —6x mod 4x
donc dans le cas présent le seul zéro est x=0, ainsi
Uy =—1U,, m=n, (m,n)=(10,11)=(m,n)= (10, 11).

Par ailleurs

Su(x=D—=fo(x—1) = fi(x),

et d’apres le tableau des C; ; on a, pour x entier,

fi(x) = 2x—6x(x—1)+8x(x— 1)(x—2)—% x(x—1)(x—2)(x—3) mod 4x(x—4)

k iogjl(—sx’+8x—21) mod 4x(x —4)

2x(x—4) mod 4x(x—4).

Donc
fi(n)=0en=0 ou n=4
et
n#0, 4=uv,(f3(n) = 140,(n(n—9)),
enfin

Up = Uy, m=<n, (m,n)=(10,11)=(m,n)=(-2,—1) ou (m,n) = (46,47).
Il reste & étudier les fonctions f; et f;, on a tout simplement

Jfo(x) = 4x mod 8x
t
e fe(¥) = —4x mod 8x,

donc
(=0 on fi(3¥) =0=>x=0
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et

x # 0= 0,(fo(x) = va(fo(*) = 2+ va(x).
On peut noter en passant que nous avons montré que

u, =0 ne{0, 1,4, 6,13, 52).

3. Seconde réduction

Passons maintenant a ’étude du cas w,,=tu, avec n=>m et m€{0,1, 4,6},
m¢ {0, 1, 4,6, 13, 52}.
La relation u,= 1w, implique

fa(x) =24 f,(y)avecz =0, x=(m—-m)/12,y = (n—n)/12.
Si m=0, on sait que v,( fo(x))=2+7v,(x) et on en déduit que

v(xX)<2=>n=m+2 ou m+3
et
vo(x) = k =n = m+1+3k/2.

On vérifie que les suites f3(x)—4/.(x), fo(x)L4f;(x) n’ont pas de zéro modulo 7,
tandis que la fonction f;(x)+4f,;(x) ne s’annule pas modulo 29 (les périodes sont
respectivement 12 et 35); on a donc nécessairement m=0 mod 48.
Si m=1, on a
0a(fi(x)) = 1 +vy(x(x—1)),

max {vy(x), v,(x—=1)} = k = n = m+1+3k/2.

donc

De plus si x=2,3 mod4 on a nécessairement n=m-+4, et comme la fonction
fi—4f; ne s’annule pas modulu 7 on a alors wu,=—u,. Modulo 7, la fonction
fi(x)+4f;(x) n’a des zéros que pour x=2 mod4; et dans ce cas on a

4. (x)+fi(x) = —4+16x—14x(x—1) mod 4(x—2)
=2(x—2)(=7x+1) = 2(x—2) mod 4(x—2)
ce qui montre que x=2 est I'unique zéro. Autrement dit si m=1 et u,,= +u, alors
m=25 n=29 et u,=—u,

ou bien
m = 1, 13 (mod 48).

oa(fa(®)) = 1+va(x(x—4))
max {v,(x), v,(x—4)} = k = n = m+4+3k/2,

Si m=4, on a

donc

et il n’y a pas de solution pour x impair. Supposons x=2x" avec x’ impair, alors
nécessairement n=m+5, et on voit qu’il n’y a pas de solution modulo 7.
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Si m=6, on a

Us(ﬂl (J.‘)) = 241,(x)

v(x) =0=>n=m+1 ou m+2,

donc

Ug(x) =l=n= m+3!

v(x) =k=>n=m+1+3k/2.
Supposons d’abord v,(x)=0, modulo 32 on voit que le seul cas possible est u,,=
=—u,.

La congruence
4f;(x—1)+f3(x—1) = 4x mod 8x

montre que la seule solution est x=0, ce qui correspond & ug= —uz. On vérifie que
Afs(x—1)+fe(x—1) = dx—4x(x—1) mod 8x(x—2)
= —4x(x—2) mod 8x(x—2)

ce qui montre que les seuls zéros sont x=0 et x=2; ils correspondent aux égalités

u_‘= —tl_; et “13= '-ugn-
Pour »,(x)=1, on constate que les fonctions f;(x)+4f;(x) ne s’annulent pas

modulo 7.
En résumé, nous avons montré que la relation

U, =xtu, avec n>m
entraine 1’'une des conditions suivantes
.m,ne{0,1,4,6,13,52} et donc u,=u,=0
.m=7 n=8, et uy=u=16
m=10, n=11, et up=-—-u,;=—-64
.m=18, n=20, et wuy=—uy=—4096
.m=25, n=29 et uy=—uy=262144
.m=46, n=47 et wuy,= uy=—47X2% = 50465865728
m==2, n=-—1 et u_g=u_;=1/4

. me{—6, —5} et U g=—U_g=—U_,= 1/16

et enfin
u,#0, m=0,1,4,6,13mod48 et

i m+4+%max{v,(x), va(x—1), vy(x—4)}

ou x=(m-—m)/12.
Nous voulons montrer que cette derniére possibilité n’a pas lieu. Désormais
nous supposerons donc m=0, 1,4,6,13,52 et m=0, 1, 4, 6, 13 modulo 48.
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On a alors
u, = u, =0 (mod7),
ce qui implique
n=0,1,4,6,13,23,34 mod 48.

4, Troisiéme réduction

Considérons d’abord le cas ol au moins I’un des entiers m, n est congru a 23 ou 34
modulo 48. On a alors nécessairement m=0,1,4,6,13 et n=23,34. En con-
sidérant »,(u,) on voit méme que m=0, 1, 4,6, 13 (mod 2%); mais, modulo 257,
(u,) admet 2% comme période et s’annule exactement pour les indices congrus a
0, 1, 4, 6, 13, 52, 95 modulo 28. Ainsi on ne peut avoir que

m,n=0,1,4,6,13 (mod 48).

Montrons maintenant que les conditions u,,= *u,#0 et m<wuw=m-+52 sont incom-
patibles. Pour m=0, ces deux conditions impliquent fy(x)=+4*fi(x) ou f,(x)=
=1+47f;(x+4) avec i#0 et z>0, ces deux cas conduisent a la relation

4x =0 (mod 8x)

donc x=0 est la seule solution et alors u,=0. De méme, si =6, on a fy(x)=
=14f(x) ou +4°f;(x+4) avec i#6 et z>0 et encore 4x=0 (mod 8x), donc
x=0, et u,=0. Pour m=1, il ne reste plus que 7=1 ou 4. Si x est pair, on a

fi) 4 fi(x+1)=2x modd4x si z=>0

donc la seule solution est encore x=0 et u,=0.
Pour x pair, on a

i) +4 fi(x+k) =2x (mod4dx), si z=0 et k=0,4,
donc le seul zéro est encore x=0. A cet instant, il ne reste plus que les seules pos-
sibilités m,n=1,4, 13 mod 48, avec n—m=3, 12,51 et donc 9=n—m=52, ce
qui implique m,n=1,4, 13,52 mod 2® et il ne reste plus a étudier que les cas
m=1,13, n=52 et m=4, n=13, 52 modulo 28. Si 8 divise x: on a
fix+k) 4 f,(x+4) =2x (mod4x) si z=>0 et k=01,
la seule solution est encore u,=0, enfin
fi(X) ¥ fi(x+1) =8x (mod 16x) si z=>0,
fi) x4 fi(x+4) =8x (mod 16x) si z=>0,

et la seule solution est toujours u,=0.
On en déduit maintenant que

mn=0,1,4,6,13,52 (mod3.2%5) et n—m = 2°
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III. Une majoration de m et la conclusion

Soient a, B et y les racines complexes du polynédme X3*—2X2+4+4X—4, avec y
réelle; alors y=1.295597.... On a la formule

u, = ad®+bp"+cy"
avec

1 1
=P la—y) = 22—8ati2

et les analogues.

Si u,,= +u, avec n=>m alors il existe un entier k tel que I’expression
A = Log ((a/a)(a*~™—1)/(@~"™))+m Log (/) — ikn

12¢(y*~"—1)|

la ("™ —1)|

ou les logarithmes sont les déterminations dans l'intervalle ]—in, +in].
Comme on peut supposer n—m=>2°% on a la majoration

14] = (y/lal)™ = exp (—0.3046.... m).

vérifie

4] = (y/l))™,

On peut en sens contrainre minorer |A| (si A n’est pas nul) grace au théoréme
explicite qui figure en [6]. Pour cela on utilise la majoration

3 m 3Logm
n= m+4+§~ [Log —ﬁ-]/Log2 - m-t-———-—-2 Tog2 "

et — aprés quelques calculs — on trouve que

A # 0= |A| > exp {—2'%(Log m)*};
donc
A #0=>m < 2" (Log m).

Pour A non nul une premiére estimation grossiére fournit m—=e'%, donc
Log m=100 puis m=e**<2'*? et n<m+ 183 — cas déja exclu.

Enfin on ne peut avoir A=0 que si y"~™=1, ce qui est impossible pour
n=m.
Il n’y a donc pas d’autres solutions que celles rencontrées auparavant, pour
lesquelles on a —6=m<n=>52.
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