Effektives Losen von Thue Gleichungen

A. PETHO (Debrecen) und R. SCHULENBERG (K&ln)

1. Einleitung

Es sei F(x, y)€Z[x, y] eine homogene irreduzible Form vom Grad n=3 und
0#mé€Z. Die diophantische Gleichung

0 F(x,y)=m

wird Thue Gleichung genannt, wenn ihre Losungen in ganzen Zahlen gesucht sind.
Fiir ihre reiche Literatur verweisen wir auf die Biicher Mordell [10] und Evertse [7].
Wir wollen hier nur die zwei wichtigsten Ergebnisse zitieren. Thue [13] bewies, daB
(1) nur endlich viele Ldsungen besitzt.

Baker [1] gab eine effektive, nur von der Koeffizienten von F(x, y), n und m
abhingende obere Schranke fiir den absoluten Betrag der Losungen an.

Das Bakersche Resultat ermdglicht theoretisch die Bestimmung aller Losungen,
aber die GroBe der Schranke macht ihre praktische Anwendung schwierig.

Baker und Davenport [2] arbeiteten ein auf einem Transferenzprinzip beruhen-
den Verfahren aus, womit die Bakersche Schranke in gewissen Fillen wesentlich
vermindert werden kann. Diese Methode wurde spater von Ellison [5] und Ellison,
Ellison, Pesek, Stahl und Stall [6] auf die Losung gewisser Thue Gleichungen vom
Grad 3 angewandt.

Sie konnten nur in dem Fall Thue Gleichungen 16sen, wenn der Korper Q(x),
wobei a eine Nullstelle des Polynoms F(x, 1) ist, nur eine Grundeinheit hat, weil man
zu der Zeit nur einfache Approximationsprobleme mit der Anwendung des Ketten-
bruchalgorithmus lésen konnte. Neuerdings haben Lenstra, Lenstra und Lovasz [9]
den Basisreduktionsalgorithmus entdeckt, womit man unter anderem auch eine Lo-
sung des simultanen Approximationsproblems

1=g=d |ag] S20+tV84-M0 (=] ....0
mit o, ..., %, Q bestimmen kann.

Dies nahmen wir zum Anlaf, ein auf der Baker-Davenportsche Methode beruhendes
Komputerprogramm zu entwickeln, welches eine gewisse Klasse der Thue Gleichungen
losen kann. Wir wollen hier iiber dieses Komputerprogramm berichten.

Diese Arbeit wurde geschrieben, als der erstgenannte Author mit einem Stipendium der Ale-
xander von Humboldt—Stiftung an der Universitit zu Koln arbeitete.
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In 2. und 3. stellen wir dar, wie man (1) auf ein inhomogenes Approximations-
problem mit endlich vielen Losungen zuriickfithren kann. Hier benutzen wir die
wohlbekannte Methode von Baker [1], aber auch Ideen von Gy6ry und Papp [8]
sowie Waldschmidt [14]. In 4. beweisen wir eine Verallgemeinerung des Lemmas von
Baker und Davenport [2], welche ermdglicht, die urspriinglich sehr groBe obere
Schranke wesentlich zu verkleinern. Wie man das hier auftretende simultane Approxi-
mationsproblem 16sen kann, das ist in 5. beschrieben. Zuletzt in 6. geben wir einige
Ergebnisse an.

2. Bezeichnungen, Vorbereitungen

Sei F(x,y)=a¢x"+a,x" 'y+...+a,y"€Z[x,y] ein homogenes irreduzibles
Polynom mit a,#0. Sei weiter x eine Nullstelle von F(x, 1); K=Q(«) und O
der Ring der ganzen Elementen von K. Sei n=s+2f, bezeichnen U, ..., ¥,

8+ s+ 40 76+0  die verschiedene Konjugierten des Elementes t€K

und [Tj= Jmax [t®]. Sei e, ..., &, ein Grundeinheitensystem der Gruppe der Ein-
=n

heiten & in O mit Norm + 1, wobei bekanntlich r=s+1—1. Setzen wir

¢ = max {|logfe]l, i=1,..,r}

€y = ﬁmax {logej, 1}
j=1

und T= max |at(")~—oc(4”|/l min |a®—a|, M=m/a,. Bezeichne R den Regu-

1=i<j=n =i=<j=n

lator von & und seien
cg = (nre;+4log M [)/2(n—1)
¢g = nR/(n—1)r!12'*1¢,

cs =logT+c3+1
und
By = (log T +¢3—1)/cs.

Mit der Anwendung der zahlengeometrische Darstellung von K kann man das
folgende Lemma einfach beweisen (Siehe z.B. [8]).

Lemma 1. Es gibt eine eindliche Menge W< K mit den folgenden Eigenschaften

(i) Fir alle yeA, Normg;q(y)=M und |log|M ‘”’y||§rc,f2

(ii) Ist x,y€Z eine Losung von (1), dann gibt es ein yeN und by, ....bcZ
mit

(2 X—ay = yep-...- e

Fiir alle yc”A und paarweise verschiedene Indizes j, k,I mit 1=/, k,I=n
seien _
e el B Lva

3,G, k, 1,y) = 3, ={ a® —a®

__—a(”—a"’ -—-?(” u=r+1l
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Satz A. Sei K totalreell; x,ycZ eine Losung von (1) und y sowie by, ..., b,
durch (2) definiert. Es gibt paarweise verschiedene Indizes j, k,1 mit 1=j k,l1=n
so dap

3) 0 < |b,log |8, +... +b, log |8, +10g |8,+,|| = exp (¢;—cy B)
erfillt falls B=B,, wobei B= Jmax |b;].

Das Beweis dieses Satzes kann man ebenso durchfiihren wie den Beweis der
analogen Ungleichung (7) in ELLisON und anderen [6].

3. Obere Abschiitzung fiir B

Untere Abschitzungen fiir die Linearformen in Logarithmen algebraischer
Zahlen geben kombiniert mit Satz A eine effektive obere Abschitzung fiir die abso-
luten Betridge der Losungen von (3). Fiir die praktische Anwendung ist zur Zeit der
folgende Satz von Waldschmidt [14] der geeignetste, denn hier die absolute Konstan-
te verhiltnismdBig klein ist. Wir werden fiir t€ K die Bezeichnung

h(z) = % > log max (1, 7))
i=1
benutzen.

Satz B. Sei L ein algebraischer Zahlkéorper vom Grad D iiber Q; o, ..., %,
Bos ...s BEL mit o, ..., 20 und A=fo+plogoy+... 4P loga,. Seien
Vi ..., Vi, W, E positive reelle Zahlen mit

D=V, =..=V,
V; = max {h(z)); |logay|/D}, 1=j=k

W s i)

und

1 < E = min{e®1; lgjr}igk 4DV)/|log a,|}.

Ist dann V;* =max (1, V) fir i=k—1,k mit Vy;*=1 falls k=1, so gilt fir A=0
“)
4] = exp{ —C(k)D***¥; - ... - V(W +log (EDV;")) (log (EDV;*) (log E) -1},
mit
C(k) = 28k+51 k2,

Ist nur Ay=b, log |6,|+...+b, log |5,| +log |d,.,], wobei die b,’s und §;’s in
Satz A erklirte Groflen sind, dann gilt A4,=0. Da K totalreell ist, so gehoren
by, ..., b,, 104, ..., |6,+1] zu der normalen Hiille von K, somit sind V;, ...,V
Konstanten, E=e und W=Ilog B. Aus Satz A und B folgt nun
%) exp (¢; — ¢y B) = |Ao| > exp (—cs—c; log B)

mit ¢g, ¢;=0. (5) impliziert B<B, unmittelbar mit ciner Konstante B,.
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Man kann B; mit max la;], n, m und R explizit abschitzen, s.z.B. Gydry and

Papp [8]. In konkreten Fille ist es besser ¥4, ..., ¥,,; und dann cg, ¢, berechnen,
schlieBlich B, aus (5) zu bestimmen, da man so wesentlich kleinere Werte erhilt.
Wird noch (3) mit log [d,| dividiert, dann gilt

Satz C. Aufer den Bezeichnungen von Satz A sei noch &;=log |d;|/log|d,l,
i=1, ...,r+ 1. Es gibt paarweise verschiedene Indizes j, k, | mit 1=}, k,I=n so daf

(6) 0= |b1€l+‘"+br-I.Cr-l+br+fr+1| = Caci"
gilt mit cg=exp (c;—log |log |4,l|), ¢cs=exp (¢;) und By,=B=B,.

4. Reduktion der Oberschranke

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung des Lemmas von Baker und
Davenport [2]. Im folgenden bezeichnet |x| den Abstand von x zu der néchsten
ganzen Zahl.

Lemma 2. Es gelte (6). Seien weiter Q,, Q,, Qs positive reelle Zahlen mit Q,=1,
0,=2""((r—1)Q.+1). g¢N geniige der Approximation

© =9=0,05 l¢&l =@ Q)Y i=1,...,r—1.
Erfillt q auferdem

@) 198,41 = ((r=1)Qa+ 1)Q5 V-1

dann kann fir B nicht gelten

®) log (QY"=1Qycs)/log cy < B = Q}-1,

Bewels. Das ein ¢ existiert das (7) erfillt, garantiert Dirichlets Satz iiber simul
tane Approximationen. Wir nehmen nun an, die Behauptung sei falsch. Mit einem g,
das (7) geniigt, gilt dann fiir alle 1=i=r—1

Igb;i&il = |billg&ill = BQ:(Q,Q5)~ Y~V = Q,Q7V-D,

Durch Summation erhalten wir

r=1
”"_Z; gb,&|| = (r—1)Q, 07 =",

Andererseits ist

gl r—1
| 2 abilitaGral| = || 3 abiditab,+ @il =

r—1
= qu_le bifi+b,+:,+1” ngQSCSCB_B o Ql_”(,_l).



Effektives Losen von Thue Gleichungen 193

Damit ist aber

r=1

; r=1
1g&r i1l = “‘_Z; qb’§i+q¢'+l_i§ qbiﬁ:“ =

r=1 P
= ”‘_Z; qba§a+4§r+1|] +“‘-21 lefi‘l < ((r— 1)Q,+ 1)Q1-1,!(r-1)’

dies steht im Widerspruch zu (8).

Wenn man die obere Schranke B, mit der Anwendung des Lemmas 2 reduzieren
will, dann muB man Q,;=B;~! wihlen. Nach dem Dirichletschen Approximations-
satz gilt (7) mit Q,=1. Im Falle r=2 kann man tatsidchlich Q,=1 annehmen, da
der Kettenbruchalgorithmus ein g mit (7) gibt. Fiir die Wahl von Q, im Fall r>2
kehren wir im nédchsten Punkt zuriick. Es bleibt noch ein freier Parameter, Q, iibrig.
Je groBer Q, ist, desto wahrscheinlicher ist, das (8) erfiillt ist, dann wird aber die
Reduktion langsamer und umgekehrt. Fiir Q; hat sich 10** in den meisten Fillen
als hinreichend erwiesen.

5. Lisung des Approximationsproblems (7)

Der folgende Satz ist (1.39) Proposition in LENSTRA, LENSTRA and LovAsz [9].

Satz D. Es gibt einen Polynomialen Algorithmus, welcher fiir eine gegebene
positive ganze Zahl n und rationale Zahlen o, ..., o,, € mit 0<g<1 eine ganze Zahl
q findet mit

1 = g = 2" +1)/hg—n

und
lgu] =e fir 1 =i=n.

Der Basisreduktionalgorithmus von Lenstra, Lenstra and LovAsz [9] geniigt
der Behauptung des Satzes D, wenn man ihn auf das durch die Spalten des Matrizes

1 G | PRl —ay
9.1 0 =y
G e | -
0.0 .. O rhitga

erzeugte Gitter anwendet. Um diesen zur Losung von (7) anwenden zu konnen,
miissen die &;’s mit rationalen Zahlen anndhert werden.

Lemma 3. Seien &;, i=1,...,r+1 und Q,, Q; wie in Lemma 2 und &cQ,
i=1, ...,7+1 ‘mit

(10) 16=&l = 27140, 09)~"1er-Y.
Wenn ein gcZ existiert mit

(1n 1=¢=0,0; [gd] =274(21Q)~V"Y, i=1,..,r-1
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und
(12) lgé sl = ((r—1/2)28+1 1) Q Her=1)
dann gilt (7) und (8) mit Q,=2"/4+1,

Bewers. Es gilt wegen (10) und (11)

1%l = 198+ 9Ci—8)I = |4dil +ql&i =& = 2714+ (@, Qy)
fur alle i=1, ..., r— 1. Dies ist aber genau (7). Es gilt weiter

lg&il = gl +al&i—8l = 198l +274(Q1Qy)~ M~V = | g&)| + 2774 Q7 M-,

Aus (12) folgt nun
1g6rs1] = ((r—1)Q:+ L=,

Das Approximationsproblem kann nun mit dem Basisreduktionsalgorithm
geldst werden bei der Wahl n=r—1, o,=&, und e=2"/4(Q,Q,;)~"-".

6. Technische Bemerkungen und Ergebnisse

Wir haben auf dem dargestellten theoretischen Grund an der Universitit zu
Koln ein Komputerprogramm namens Thue entwickelt womit wir Thue Gleichungen
vom Grad 3 und 4 lésen konnten.

Zu den Eingabedaten des Programms gehoren zunichst der Grad n sowie die
Koeffizienten a,, ..., a, mit a,=1 von F(x,y). F(x,y) mu irreduzibel sein und
F(x, 1) darf nur reelle Wurzeln haben. Eine wichtige Beschrinkung ist noch m=1.
Deriiberhinaus erwartet das Programm als Eingabe die Koefficienten eines Systems
von Grundeinheiten in der Darstellung beziiglich der Potenzbasis 1, a, ..., a" 1,
wobei « eine Wurzel des Polynoms F(x, 1) ist. Ein solches System wurde mit dem
Programm von P. Weiler nach der Methode von Pohst, Weiler und Zassenhaus
[11], [12] ermittelt. Weitere Eingaben sind unnétig.

Als Ausgabe bekommen wir die Losungen der Gleichung (1).

Das Programm bestimmt zuerst die Groe cg, ¢y, B, und B, aus Satz C. In
konkreten Fillen steht B, zwischen 10** und 10%. Aus (10) ergibt sich die Genauig-
keit, mit der man die &;’s kenne muB. Zur Berechnung der Nullstellen von F(x, 1)
und ihrer Logarithmen mit dieser sehr groflen Genauigkeit wurden das Regula-Falsi
bzw. das Newton-Verfahren benutzt. Dazu brauchten wir etwa die Hilfte der ge-
samten Rechenzeit.

Da wir nicht wissen bei welcher Wahl der Indizes 1=/, k, /=n (3) besteht, so
miissen n®* Approximationsprobleme der Form (3) gelost werden. Vertauscht man
k und j, dann dndert sich nur das Vorzeichen von log |;] 1=i=r, weiterhin hingen

dieselbe Zahlen nicht von dem Index / ab. Deswegen gibt es nur [g] verschiedene

Maglichkeiten fiir die Vektoren (&,, ..., &,_;). Wir fiihrten nun mit jedem dieser
Vektoren die folgende Prozedur durch. Wir haben (11) mit den Basisreduktions-
algorithmus gel6st und dann (12) bei aller moglichen Wahl von &, ., getestet. Falls (12)
wahr gewesen ist, dann konnten wir von (9) eine neue obere Schranke fiir B bestim-
men. Dies wurde iteriert, um eine Folge oberer Schranken B,=B{V=B{¥= .., fir B
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zu erhalten. Die Abbruchbedingung war entweder B{® =B, oder [B{"]=[B{"V],
wobei [x] den ganzzahligen Anteil von x bedeutet. Nach 5—7 maliger Iteration lag
die obere Schranke fiir B zwischen 4 und 100. Wir haben nie eine unerwartet groBe

Losung gefunden.

In der Tabelle 1. sind die Koeffizienten der Polynome F(x,y)=x*+ax®+
+bxy*+»* und die Losungen der zugehorige Thue Gleichung F(x, y)=1 aufge-
fiihrt. Da hier (1, 0) und (0, 1) immer Lésungen sind, haben wir sie weggelassen.
Einige der hier angegebene Gleichungen waren frither mit anderen Methoden
gelost worden, siche z. B. BAULIN [3] und BREMNER [4]. Die CPU Zeit der Berech-
nung der Losungen der einzelnen Gleichungen lag zwischen 10 und 30 Sekunden.

a b Losungen (x, y)
-1 =2 2,1); (-9 -5); (-L1); (5 —49); (-1, -1); (-1, -2); (4,9)
0 —4 (-2,1); (2,1); (1,4); (508,273)
-8 —20 (—2,1); (10, 1); (—351,172)
-1 —47 (779, —122)
Tabelle 1.

In der Tabelle 2. sind die Koeffizienten von Polynome F(x, y)=x*+ax?y+
+bx2p?+cxp3+dy* und die Losungen der Gleichungen F(x,y)=+1 angegeben.
Zu jedem Polynom gehort zwei Reihen, in den ersten sind die Losungen von
F(x,y)=1 in den zweiten von F(x,y)=—1 aufgezihlt. Dic CPU Zeit ist hier
wesetnlich ldnger, sie lag zwischen 140—230 Sekunden.

a b ¢ b Losungen (x, y)
5 4 -5 -1 (L0 ¢4 T
O, £1)
-4 0 8 -1 (x10
(£2, £1); (0, £1)
1 -3 -1 1 (£1,0); (0, £1)
(£2, F1); (£1, £2); (£1, £1); (£, F1D)
Tabelle 2.

Alle Berechnungen wurden auf der CYBER 76M des Rechenzentrums der Uni-
versitit zu Koln durchgefiihrt.
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Bemerkung zur Korrektur

R. SteNER, On Mordell’s equation »* — k= x*: A problem of Stolarsky, Math. Comp. 46 (1986),
703—714. hat einige Thue Gleichungen vom Grad 3 vollstiindig gelost kombinierend
die Ideen von Ellison und anderen [6] mit der guten unteren Abschiitzung von
Waldschmidt [14].
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