Singuliire zufillige Prozesse und mittelquadratische
Konvergenz

Von TIBOR POGANY, (Bor)

ABSTRACT. According to a result of Slutsky (1928) a weakly stationary process X (1) with
spectral density /(4)=e—4* (which possesses the singularity property, unknown by him) can be app-
roximated in mean square by a sequence of processes {X,(7)} with spectral densities

{f,,().): [l-i—ﬁ '“}“.
n 1

This raises the following questions:

1. Can an arbitary singular (deterministic), weakly stationary stochastic process be approxi-
mated in mean square by a sequence of regular (purely non — deterministic) processes?

2. Can a regular process be approximated by a sequence of singular processes?

3. What is the connection between analytic and singular processes?

The methods described in the present paper are applicable to processes whose spectral density
equals 0 on a set of Lebesgue measure 0. Besides the estimation of the speed of convergence, the
results are illustrated by an example, too.

AMS subject classification: 60 G 10, 60 F 25.

Die Literatur der stationiren in weitem Sinne zufilliger, singuldrer Prozesse
kann man um drei Themen gruppieren : pro primo — die Definition und notwendige,
d. h. hinreichende Bedingungen der Regularitit, oder Singularitit der zufilliger
Prozesse ([2], [3], [6], [7]), pro secundo — die Feststellung der Konvergenzschnelle
zur Nullstelle des Extrapolationsfehlers diskerter zufilliger Prozesse mit bekannter
endlicher Vergangenheit ([4], [8], [9]), pro tertio — Aufsatze iiber analytische Prozesse
([1], [4], [5]). Die erwidhnte Liste der Aufsdtze und Biicher ist iiberhaupt nicht voll-
standig (nur im Falle des zweiten Thema), aber in einigen sehr ausfiihrlichen Arbeiten
(z. B. [7]) finden wir alle fritheren Ergebnisse oder ihre Verallgemeinerung.

Die Aufsitze [4] und [5] sprechen auch von dem Zusammenhange der singuldren
und der analytischen zufélligen Prozesse.

In diesem Artikel bearbeiten wir eine neue Problematik, die man so formulieren
kann: ,sei {X(7),7€R} ein stationdrer in weitem Sinne zufilliger Prozess mit
Spektraldichte f(Z), Spektralfunktion F(1) und Korrelationsfunktion K(r). Wie
kann man eine Folge zufélliger Prozesse {X,(7), 7€ R} mit Spektraldichten f,(4)
konstruieren, deren mittelquadratischer Grenzwert X(r) ist?”

Interresant ist zu beobachten die Regularitit der Prozesse X(r), X,(f); dann
entstehen die folgenden Fille:

a) Xpy— X Xp— X,

f- oo ir s oo
b) Xn_,'_'.';" X.; anﬁ' X,

3=
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wo Index s das Siguliare bezeichnet, r aber das Reguldre der erwahnten zufélligen
Prozesse ; die Konvergenz ist mittelquadratisch. Wir befassen uns groBtenteils mit
dem Falle b), wo wir die Schnelle der Konvergenz schitzen werden. Wir werden
einige Ergebnisse iiber den Zusammenhang der singuldren und analytischen zufalli-
gen Prozesse geben.

1. Es sei {f,} eine beliebige Folge. Wenn f,——~f in gewissem Sinne, dann

sagen wir daB f, approximiert den Wert f. Wenn f, Spektraldichte ist, dann ist die
Konvergenz punktweise, wenn f, zufilliger Prozess ist, dann geht es um eine
mittelquadratische Konvergenz.

Theoreme 1. {X,(t), 1€ R} sei ein reguldrer, stationdrer zufdlliger Prozess. Dann
besteht wenigstens eine Folge {X,,(1), t€ R} singuldrer, zufilliger Prozesse, deren
mittelquadratischer Grenzwert der Prozess X,(t) ist.

BeEweis. Bezeichnen wir die Spektraldichte des zufélligen Prozesses X,(r) mit

flln £, (A)| dA

yE =, Sei

f,(2), und bei Bedingungen das Theorem 1., dann
die Spektraldichte des zufilligen Prozesses X, (1), f,,,().)

n )2k
ful®) = e, 3 T
0 :

Der Prozess X,,(t) ist singulir wegen des Faktors e~**. Es ist klar, daB
= Aﬂ Azl+!
(n+D)

gilt, wo der ausdruck in der Klammer ein Rest der iiberall konvergenten Potenz-
reihe ist. Sei K*= max [KD(0)]. Aus

EX ()= X,0F = [(fs)+£,(0) =2y, () di =
R

U D=0 = D) ]e* 3 21| = rve (S 2 = pv

u+‘l.

j_!kl

= f{[ e +:]f,(A) 2( -*’2 Sf,(A)}dl =

=

R

(D

*rydrs [0

J TmrnE 4=

[e‘” %n' i—’:]-‘f— 1

= IKQ{-+1)(0)| de K+ 0
T+ T [t DIFE =

folgt daB ,!_lf“ X,s(1)=X,(¢). Im Beweis gebrachten wir die folgende Ungleichung :

J2m+1)
— A2
| 2 Py ']—(n_+‘1)'z'
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Da auch
Au 1 _1’2"' i-:_
_ae 2 . _2'_
I[” %'k!] | l [_1, ) =
1+

Asu+3 Asu+n

(n+1)' ' 3 B AL (n+l)!
l+[ 4 -

gilt folgt die Schatzung (1). Q.E.D.

Betrachten wir jetzt den Prozess X,,(¢). Es sei Xy, (1)=X,(¢), dessen Spektral-
dichte f,(A)=e~*'f,(4) die Existenz der Momenten aller Ordnungen des Prozesses
X,(7) versichert. Wenn X®(r) die k-te mittelquadratische Ableitung des Prozesses
X,(7) mit der Spektraldichte f*(1)=Ai%*f,(1) ist, folgt daB

fu = 3 220
gilt, dann wegen g 2
@ B0 = 3gr [0 di = £ 3|7l
ergibt sich die evidente Verbindung X,,,(!):[X,(t),..., X (r)] Auf diese

Weise approximiert X, (7) den Prozess X,(¢) durch die Relatlonen (1) und (2) mittel-
anadratisch.

Bemerkung 1. : :
Fa®) = [ fudu= 3 gr [ e 1000 du

Von hier ist F, (A)———~ F,(4) punktweise. Weiterhin die Karhunen—Zerlegung

des F,,(A) ergibt
F,() = FRWN)+FP+FY @)

wo F®(2) absolutstitig ist, F2(4) eine reine Sprungfunktion ist; F&(2) statig ist,
deren erste Ableitung identisch verschwindet. Also

" ’1.’ k

FrbW)=fPN)=e?FA)Z '

0

Deshalb ist
FW)= 3 (F(k+0)-F(#k-0)=F®@®)
)

A={k|Z =4

weil die Diskontinuititsmenge A nur von f,(4) stammen kann.
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Bemerkung 2. Einen dhnlichen Approximationsvorgang konnen wir auch durch
die Folgen der Spektraldichten geben, wie

2Nk

Jul) = 1) 2 s NENN(1)

Jua(A) = e~ #Me £ (J); MEN, a(n) 4 O.

n—-oo

In diesen Fillen ist es schwer die Folge der zufilligen Prozesse auf einen einzigen
Prozess herabzuleiten.

Jetzt beginnen wir den zweiten Teil der Aufgabe b) die wir in der Einleitung for-
mulierten. Sei f,(4) die Spektraldichte des zufilligen Prozesses X,(t),a€{s,r};
{x(n)}s° cine beliebige reale strengmonotone, fallende Null folge. Dann gilt das

Theorem 2. Jeden singuliren zufilligen Prozess X (t) konnen wir als mittel-
quadratischen Grenzwert einer Folge reguldrer zufalhger Prozesse {X,(t), 1€ R}
darstellen.

BeEweis. Sei f,,(4) die Spektraldichte des zufilligen Prozesses X, (z). Wenn
fowR=f,(AD)+a(m)f,(4), dann ist E|X,(1)—X(1)]*——=+0. Zuerst werden wir die
Regularitit von X,[(#) einsehen. Es sei

(1+a@) (D L) > f,(D), ViR
Jur(2) A€[21, Aq]

EVeN(f() =£(1))
(1+a(m)fp(2)  Ad[A, As)
wo A, und 2, das minimale und das maximale Element (sie konnen nur endlich sein!)
der Menge A={A|f, (A)=f;(1)}. Wenn A0, dannist f;*(2) stetigin den Punkten
A, Ay Weiter fF(1)=f,, (1), wo die Gleichheit nur im endlichen Intervallum

besteht. AuBerdem ist £,*(4) die Spektraldichte eines reguldren zufilligen Prozesses,
XX(t). Auf diese Weise ist

|In £, (A)] |In £ (f)I
f 142 ‘“"f Jpas. Sasaes,

S @) =

Also der zufillige Prozess X,,(¢) ist regulir. Aus
@3)  EIX,(0-X0F = [ LD +a(m) ()~ 2, (2) d =
R

folgt die Behauptung der Theoreme 2. Q. E. D.

Bemerkung 3. In beiden bisherigen Fillen beobachten wir die Konvergenz der
realen zufélligen Prozesse, d. h. wenn X,(¢), a€ {r, s, nr, ns} reell ist. Wenn der zu-
fallige Prozess komplex ist, dann melden sich in den Relationen (1), (3) anstatt
Jor,s(A) (fus,r(A)) die Ausdriicke Re {f,, ,(4)} bzw. Re {f,,, ,(4)}. Die iibrigen Teile
des Beweises sind im Ganzen identisch mit den oben ausgelegten Beweismethoden.
Sonst gilt die Gleichheit in der letzten Abschitzung der Relation (3) dann und nur
dann, wenn die zufilligen Prozesse X(¢) und X,(7) unkorreliert sind.
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2. Jetzt iibergehen wir zur Approximationsmethode, in welcher wir Indikator-
funktionen gebrauchen werden.

Wir konnen die Verallgemeinerung der bisherigen Ergebnissen in der Form
einem neuen Theorem mit ganz anderen Beweismethoden ausdriicken.

Theorem 3. {X,(7), t€R} sei ein stationdrer, in weitem Sinne zufilliger Pro-
zess. Dann gilt es weningstens eine Folge stationdrer, in weitem Sinne zufilliger Pro-
zesse {X(t), t€ R}, fiir welche

E|Xub(‘) = Xa(r)lg_" 0

gilt, wo a, be{r, s}; a=b.

BeEweis. Sei f,(2) die Spektraldichte des zufélligen Prozesses X,(t), a€{r, s}.
Dann wird die Folge der zufilligen Prozesse X, (f) mit der Spektraldichte (n+ 1-ten
Glied der Folge)

@) D = £ X ot s D D=2 a0 D)

die Theoreme 3. befriedigen. Mit Anwendung dieser Verallmeinerung ist es nicht
schwer einzuschen, daB X, (1)——> X,(¢) fiir =1 ist, und fiir a=—1 X, ()——

o
X,(1) (natiirlich in mittelquadratischem Sinne) gilt.
Bevor wir zum endgiiltigen Beweis unserer Behauptungen iibergehen, ist es
notwendig zu erwihnen, daBl

a) xd(}.):{ {l)iii bzw. und y,(4) Indikatorfunktion der Menge A ist; die reelle,

positive Folge a,te= wiichst monoton.
b) Die zufilligen Prozesse X, (7) sind regulér fiir jedes n€¢N. Nachdem

YA I, B I
PR R B W e el B

nehmen wir vorldufig den Fall x=1.
c) {X,(7)}s ist eine Cauchy folge ,,in medio*. Die letztere Tatsache kann man auf
folgende Art einsehen: Stellen wir unsere zufélligen Prozesse spektralisch vor:

X.0)= fei'* dZ,(2) a€{r,s, n}.
Daraus folgt R

EIX, (08 = [ (- anay D LD+ (1= 2 g oy D) £,(2)) .
R
Nach Einfiihrung der Bezeichnungen:

X(-a...a.‘) =X Xaap=Xits)ns X5 = ia{
erhilt man
1) 24nB = Xals»
2) Xo =105 XaZn=0,

3) I AXF XD K = XnODXmy N <k<m.



202 Tibor Pogany

Sei m=n. Dann ist

. -zru ('1) ""Zu (j') = YmA Xn (Zs ()') ""Zr ()'))
und weiter

(5)
ElX,()-X, (0P =E [ [|dZ,()—dZ,()* =

—E [ [taonldZ@—dz,0 =8 ["rr@)da,
R R ap

wo {a,} eine solche reelle divergente Folge ist, welche fiir f”(4)=0 im Intervalle
A€la,, @), f*(A)= max (e, (@)= max f *(A) impliziert.

(a a..)

Die Folge {a,} wahlen wir so aus, daB a,—a,=K und auf Grundlage dieser
Abschatzungen folgt aus (5)

8f*(an) _

b =3 =?f (@,) == 0.

Jetzt beweisen wir das Theorem 3. Wir schiitzen die mittelquadratische Abwei-
chung X, (1) von X,(¢) ab.

(6)

E|X,()—X,()* = E| f"e"*dz,(1)+ [ é*dz,()— [e*dz,()|'=
-y RN\(-a,,a,) R

=E|  § e“d(z,(;.)—-z,(a))r: [] Ela(z,(»-z,m)k=

RN\(—ap.a,) RN(—a,a,)

=2 [[ (MZ@PE+ldzZ,@)) =2 j (=) (D +£,(A) di = H
RN(—a,,a,)

Nachdem X,(f) ein L,-Prozess ist, existiert eine natiirliche Zahle k=2 und eine
solche positive reelle Konstante K, daB es gibt

LA e = K.
Die Elemente der {a,} wihlen wir jetzt so aus, daB (fiir jedes n),
ay = | {2 max fr (2) = fr (3,)}
giiltig ist. Bei dem Definieren des f;(1) erwihnten wir, daB
o £ Q) +f(D) = 2f,(), i€la,, ).

Wenn wir alle diese Tatsachen in Achtung nehmen und weiterhin (6) abschitzen,
bekommen wir

@) H = 4K, j Tl *dA = 8K, f ‘”

@)+ QE.D.
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Bemerkung 4. Es ist bekannt, daB jeder zufallige Prozess eindeutig (KARHUNEN,
KoLmoGorov) auf die Orthogonalsumme

X, (1) = X, () ® X, (1)
zerlegt werden kann.
In dieser Zerlegung ist F,(A)= F(A)+ F,.(A)=/,(1)=fs(2) + f, (1) woraus

folgt, daB3
S (D) = [ tu+1(2) 1) +1A(R) X +-£(2) K]

ist, wo fiir a=+1 der erste (zweite) Ausdruck verschwindet wenn n--oc, Das ist
das Ergebnis, bewiesen bei dem Theorem 3.

Beispiel. X,(t) sei ein stationdrer, in weitem Sinne zufélliger Prozess mit Spektral-

2
dichte f,(1)=e~** %8% wihrend f(,1)=-lﬁ1T die Spektraldichte des

zufilligen Prozesses X,(¢) ist. Dabei ist acR,, A(A)= Z'aJ}.J' B(1)= 2’ b; A
und die Gleichungen A(A)=0=B(1) haben Ldsung ausschllesllch in der oberen
Halbebene.

Die approximative Folge der zufilligen Prozesse X,,(7) hat die bisherige Methode
(bekannt aus der Theoreme 3.) in Achtung genommen, eine Spektraldichte

D] I
|B(A)| IBA)?

Jur) =

1 —alil 2 ]
= W(e |4 (A)] Xu'l'X.)-

Die Abschitzung der Geschwindigkeit der Konvergenz durch die Relation (7) ange-
geben, wird

E|Xuw(—X,0" = —( )~

sein, wo {c,} bestimmte divergente Folge beliebiger reeller positiver Glieder ist. Die
Konstante k, K; bestimmen wir durch

8 W k.,
’ BOF =5 ’
woraus folgt k=2deg B(1)=2M, K,=1/|by|* SchlieBlich ist

8
— Dlbyl*(e)*

Die Geschwindigkeit wird von der Folge ¢, diktiert.

ElXu ()= X0 = 1337

3. Jetzt betrachten wir die Verbindung der Klassen singuldrer und analytischer
zufalliger Prozesse. Das vorliegende Problem kann man auch so formulieren : ,,Wann
sind die Ausdriicke ,singuldr® und ,analytisch‘ der stationiren in weitem Sinne zufélli-
ger Prozesse equivalent?™
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Definition. Der zufilliger Prozess X (t) ist analytisch in dem Bereiche D wenn
fast jede seiner Realisationen analytisch im Bereiche D verlingern kann.
Wenn auBerdem der zufalliger Prozess stationdr ist, dann konnen die folgenden
Ergebnisse feststellen :
1) Die Korrelationsfunkction des Prozesses X(7), K, () ist dann und nur dann ana-
lytische im Intervallum |f|=r wenn

©) [ i <=
R

ist.

2) Wenn K, (¢) analytisch ist in einer gewissen Umgebung von 7=#,, dann ist auch
der zufallige Prozess X(7) analytisch in der identischen Umgebung.

3) Wenn K, (¢) im Intervallum |f/|=r analytisch ist, dann ist fast jede Realisation
X(t) analytisch in der Polen t=t+io; |o|<r. Siche [1], [4], [5).

Theorem 4. Ein analytischer stationdrer zufilliger Prozess ist singuldr.
Den BEwEls der Theoreme 4. findet man auch bei ROSENBLATT [4]. Hier geben
wir nur eine kurze Methode an.

BEwEs. Sei H,(X)=(X(s)|s=1). Weiter, wenn (9) giiltig ist, versichert diese
Relation zugleich die Existenz den Momenten jeder Ordnung des zufilligen Prozesses
X(r), weil dann £, (1) schneller zur Nulle konvergert, als |A]=*", n€N, wenn [i|— ce.
Dann existiert die 2n-te Ableitung der Korrelationsfunktion K, (¢) fiir jede natiirliche
Zahl n,

Die Extrapolationsaufgabe fiir die zufillige GroBe X(7+1t), t=0 ist Erfinden
eines FuBpunktes der Normalen die aus X(t+ 1) auf H,(X) fillt. Die Linge der
Normalen ist der mittelquadratische Fehler, der inzwischen entstand, den wir mit
o: bezeichnen und fiir den giiltig ist

o2 = lim E|X(t+1)—Proj#™MX(t+1)]* =

n xY® P
= ImE[X(t+1)- 3 XD of
e k=0 k!
Auf diese Weise bemerkten wir, dal man X (#+1) durch Abschnitt seiner Taylor-
Reihe mit beliebiger Genauigkeit abschitzen kann. Anderseits gilt darum, daB

NHX) = (X @is = 1) = HX).

Also X(r) ist singular. Q. E. D.
Sei jetzt f(A) die Spektraldichte des zufilligen Prozesses X(¢) die folgende
Eigenschaft besitzt:

(10) 0 <f(A) =c <o
Theorem 5. Sei X(t) ein singuldrer zufdlliger Prozess mit Spektraldichte f(1)

welche der Bedingung (10) entspricht. Dann ist der zufillige Prozess X(t) analytisch
im Intervallum |t|=r<r,.
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Beweis. Nachdem X(7) singuldr und (10) giiltig ist, folgt, daB
(n SO o el ez 17> 0.
Deshalb haben wir

feuf(;)dlg:l }>°+ };ﬂ e—(o=Ni d) — o
R e A=0

wo die Konvergenz fiir r<r, gilt. Auf diese Weise konnen wir durch die Relation
(9), mit Hilfe (11) die Behauptung einsehen. Q. E. D.
Endlich, zusammenfassend das Vorgelegte, sagen wir aus die

Theorem 6. Sei X(t) ein zufilliger Prozess mit Spektraldichte f(1), die die Be-
dingung (10) befriedigt. Dann sind die folgenden Behauptungen equivalent:
1) X(t) ist singuldr,
2) X(t) ist analytisch im Intervallum [t—r, t+r] wo r<r, und r, kann man aus der
Bedingung (11) bestimmen.

Bemerkung 5. Der Wert r kann die beliebige Linge des Interwallums [t—r,
1+ r] verkiirzen. Nachdem der zufalliger Prozess X(¢) analytisch ist, kénnen wir ihn
ohne Fehler im Punkte 7+t=1 extrapolieren. Weiterhin, wenn X,(7) mit der Spek-

traldichte
fi(A) = e~ 14=%I°£,(2), 6€(—1,0)

wo f(4) die Spektraldichte des reguldren zufilligen Prozesses ist, dann beeinfluBt
die Singularitit A=/4, nicht die Regularitit des zufalligen Prozesses X,(t) wegen

JAO A
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