Sur la généralisation de certains théorémes touchants
I’équation de translation sur le produit direct des groupes

By LEON BIESZK et WEADYSEAW GORDZIJEWSKI (Szczecin)

Le but de ce travail est la généralisation de certains résultats du travail [7]. Les
résultats ainsi généralisés peuvent trouver leur application dans la théorie de la géo-
métrie de KLEIN [2].

Résumé des résultats. Soit X un ensemble non-vide quelconque et G-un groupe
quelconque. Nous étudions I'équation fonctionnelle

) F(F(x,a), ) = F(x, B-o), pour x€X,a,BeG,
ou F: XXG—X est la fonction inconnue.

Théoréme 1. Soit G=G,X...XG, le produit direct des groupes G, ..., G,.
Alors la solution générale F: XX G- X de I’équation (1) peut étre écrite sous la forme

F(x, {215 -vs %)) = Fp(Fper (... (Fi(x, @), ..), 2y—1), ),
pour x€X, Gy, i=1, ..., n,
ou F;: XXG;—~X remplissent I'équation (1) et la condition suivante
(2) F(F;(x, v)), &) = F;(F(x, o), 2;)
pour x€X,w€G;, a;€G;, i,j=1,...,n.

Théoréme 2. Soit G=G,X...XG, le produit direct des groupes G,, ..., G, et
soit F: XXG—X la solution de I’équation (1) telle que la fonction fixée quelconque
Fy figurant dans la condition (2), 1=k=n, est transitive (c.a.d. remplit la condition

AV Fux,o)=y) et aussi commutative (c.a.d. remplit la condition

X VEX @, €G,

FkEFk(-xy a.k)9 ﬁi)= Fk(Fk(x! ﬁk)s a&)! pour x€ X, Qg ﬁkEGk)-

Alors il existe un sous-groupe normal G; du groupe G, et aussi ’homomorphisme
@ G1X ... XGyo1X Gy41X...XG, ~ G;/G; tel que F(x, {ay, ..., ) =

= Fi(x, ax@e(ttys -oes Gy By .. @) pour x€X, a€G, i=1,...,n

A la fin du travail nous donnons des conditions suffisantes pour la continuité de
la solution de I'équation [I].
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§ 1. Notions fondamentales sur les objets algébriques

Si X signifie 'ensemble non-vide et G le groupe alors I'équation fonctionnelle

(1.1) F(F(x,a), p) = F(x, pa), pour x€X, a, PEG,

ou F: XXG—+X est la fonction cherchée s’appelle I’équation de translation.

Soit G=G,;X...XG, le produit direct du groupe G;, i=1,...,n. Dans ce
travail nous analysons les relations entre le solution de I’équation de translation (1.1)
sur le groupe G et les solutions de I’équation de translation (1.1) sur les groupes G;,
f=i ] o

SELON ([9], p. 49) la solution F: XX G-X de I’équation de translation (1.1)
s’appelle objet algébrique si cette solution remplit la condition complémentaire:
F(x, e)=x, pour chacun des x€X et aussi pour I'unité ecG.

Un objet algébrique F: XX G—-X s’appelle transitif si pour x, y¢X quelcon-
ques 1l existe a€G tel qu'on a F(x, a)=y.

Un objet algébrique F: XXG—-X s’appelle commutatif si la condition

(1.2) F(F(x,a), p) = F(F(x, B),a), por x£X, a, BEG,

est remplie (voir [1], p. 19).
Soit I'objet algébrique F: XX G—-X pour lequel est défini le sous-ensemble du
groupe G:

(1.3) N = {«€G: /e\x (F(x,2) = x)}.

Selon les travaux ([2], [5]) sont vrais les théorémes comme suit:

a) Un objet algébrique F: XX G—X est commutatif si et seulement si le
commutant K(G) est compris en N.
(1.4) {b) Un objet algébrique F: XXG—-X est transitif si et seulement si la
fonction F prend forme de F(x, a)=g"‘(ozg(x)), pour x€X,acG, ou
g: X—G/G* est une bijection et G*CG est un certain sous-groupe.

Si G*cG est un sous-groupe normal alors la fonction F de la forme (1.4) b)
est constante sur chaque couche AcG/G*. Cela prouve que pour chaque x,€ X
fixé, I'application suivante

(1.5) ®(x,):G/G*3A — F(xo, 0)EX, acA

est bien définie, c.a.d. elle ne dépend pas de «€ A.

En outre, vu que g: X—G/G* est une bijection @(x,): G/G*—X est aussi
une bijection.

Il s’en suit qu'on peut définir un nouvel objet algébrique F: XX G/G*—~X de
la facon suivante:

(1.6) F(x, A) = F(x,a), pour acAcG/G*, xEX.
On a le
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Corollaire 1. Si F: XXG—X est un objet algébrique transitif ou commutatif
alors les mémes propriétés caractérisent I'objet algébrique

F:XXG|G* - X de type (1.6).
Dans les considérations ultérieures nous utilisons ([6], p. 224).

Lemme 1. Si F: XXG—+X est un objet algébrique transitif et commutatif et
la fonction F a la forme (1.4) b), alors le sous-groupe G*—G est normal.

§ 2. Deux théorémes fondamentaux

Théoréme 1. Si G=G,...G, est produit direct des groupes G, i=1,...,n,
alors la fonction F: XXG—X remplit I’équation de translation (1.1) si et seulement
si elle peut étre écrite sous la forme

(2‘1) F(x! (ah revy GC,,)) = Fn(Fn—l('"(Fz(Fl(xr al)r dl): seey fxll"l)’ an)s

pour x€X, 0,€G;, i=1, ...,n, ou F(x,a;) remplissent I'équation de translation (1.1)
pour i=1,...,n, F;: XXG;—=X et la condition suivante

(2‘2) F;(Fj(x’ aj)’ al) = FJ(‘Fi(x! ai)! aj)v
pour x€X, ;€G;, 4;€G;, i,j=1,...,n.

Démonstration. Admettons que la fonction F: XXG-X remplit I'équation
de translation (1.1).

Substitutons
(2.3) Fi(%, 0) == F(x, (€1, ous s o-es €0)),
pour x€X, 4€Gy,i=1,...,n.

11 est facile a verifier que les fonctions F; de type (2.3) remplissent ’équation de
translation (1.1) dans les ensembles respectifs XX G, i=1, ..., n, la condition (2.1)
et le systéme des conditions (2.2).

En plus, selon le systéme des conditions (2.2), pour une permutation quelconque
o de la suite (1,...,n) on a

(2.4) F,(F,,_l(...Fs(Fl(x, 01)s Og)y <o)y Cpat)s &) =

= a(n)(Fa(u—l)('"! Fc(s)(Fcu)(xs Ae(1)s Xg(2))s ) g (n-1))s 9‘;(-))-
Inversement, admettons que les fonctions F;: XXG;—~X, i=1, ...,n remplissent
I’équation de translation (1.1) et aussi le systéme des conditions (2.2). Démontrons

qu’alors la fonction F: XX G-X detype (2.1) remplit I'équation de translation (1.1).

6 D
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En appliquant (2.1) pour x€X et (oy,....,%,) (Bis...; Po)€G1X...XG,,
d’aprés (2.2), (2.4) et aussi (1.1) nous obtenons successivement :

FIF(x, (15 vy %))y (Brs -oes B)] =

o Fn(Fu-l(s svop PR (B (Fy 1 G o vi Fo(F1(%, 0), 45), < vs Buv)i &8); Bo)s Ba), <o
ERE T, § ﬁn) =

= Fo(Fya1( s F(F(Fy(F( -y Fpoq(Fr(x, @), %yp)s --e5 %), 1), Br), Ba), .o
seos Ba-1)s ﬁn) =

= Fy(Faea(, ooy Fa(Fi(Fo( -y Fyoa(Fy(x, ), #y-1), oo %), Brow), Bo), -
s5s Da=ils ﬁn) =

= ... = F(Faea( oo Fa(Fi(Gx Bioty), Bata), -y Bumr®u—1), But) =

= F(x, (Byoy, Patka, s Putty)) = F(x, (Brs oves Bu)+ (215 --0» %)), C.Q.F.D.

Faisons d’abord une démonstration du

Lemme 2. S’il y a des fonctions F;: XXG;—~X, i=1,...,n qui remplissent
I’équation de translation (1.1) et le systéme des conditions (2.2) et si I'on définit la
fonction auxiliaire H: XXG;X...XG_1XG:1X...XG,=X

(2.5) H(x, (@14 ooy Ogmys Tyiay ooep B)) ==

& Fn(‘Fn-l(’ ooy TasalFu=tls s Pell, @)y tg)y iooy Ohca)s vovs Olpgads sioy Gl Cltn)-
alors la fonction

(2.6) K: XXG1X...XGo1XGp 1 X... XG, XG ~ X
sous forme comme suit
(2.7) K(x, ((0ys ooy Ty Bpans ooes Gy %)) =

2 Fk(H(xs s oney Bp—gs Batas v009 ), O!k)y

pour xc€X, 0,€G,, i=1, ...,n remplit I'équation de translation (1.1) et les fonctions
F et H remplissent la condition de commuiativité de type (2.2).

Démonstration. D’abord nous démontrons que les fonctions F, et H remplissent
la condition de commutativité (2.2):

(2.8) F[H(x, p), ] = H[Fi(x, %), Bl,

pour x€X, 4€G,,
En effet, en vertu de (2.5) et (2.4) on a successivement :

Ft[H(xs ﬁ)s dl:] = FK[FH(Fn—l(s ey (E+I(Fk+l($ ey F2(F1(xs ‘.’.'11), '1";)9 veey
fiiy ak—l)s IIJ:+l)s "')’ 5‘1'1—1)9 G(,,), an)’ ak] — Fu(Fn—l(’ i Fk+l(Fk-l(s M |
see gy Fz(Fl(ﬂ(xs dk), O!l), 12)9 "')9 a-'k—l)! “k+1)! "')0 an—l)! an) == H[Fk(xa ak)’ ﬂ]'
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Comme dans la démonstration du théoréme 1, il est facile de vérifier que la fonction
H(x, p) de la forme (2.5) remplit I’équation de translation (1.1).

A présent nous démontrons la partie principale du lemme, a savoir que la fonc-
tion K de la forme (2.6)—(2.7) remplit I’équation de translation (1.1):

(29) K[K[x’ (ﬁi f!,‘)], (ﬂ’ &k>] = K[X’ <ﬂ’ 5&)' <ﬁ’ ak)];

pour x€X, o, GEGy, B, fEG1X ... XGy_1 X Gy11X...XG,. En effet, selon (2.6)—
(2.7), (2.8) et (1.1), appliquée a la fonction H(x, f) on a

K[K[x, (B, “t)]’ (B’ 5k>] = K[Fk(H(xs B, <'9‘k)’ 5’ &) =
=F [H(Fk (H(x, p), 9‘&)-5)-&&] = Fy [Fl(H(H(xs B), B)» ﬂ!k), &k] —
= Fk[Fk(H(x! B B, o), &k)] = F[H(x, ﬁ B, O] =
= Klx, (B- . &%~ 2] = K[x, (B, %)(B, @), C.Q.F.D.

Dans le théoréme qui suit nous démontrons qu’avec une hypothése complémen-
taire sur la fonction F: XXG-X la relation (2.1) peut étre simplifiée.

Théoréme 2. Soit G=G,X...XG, le produit direct des groupes G,, ...,G, et
soit F: XXG—X la solution de I’équation de translation (1.1) telle que chaque objete
algébrique fixé F,, 1=k=n de type (2.3) est transitif et commutatif. Alors il exist
un sous-groupe normal Gy du groupe G, ainsi que I’homomorphisme de groupe:

(2-10) (Pk: GIX...XGk_].XG*.{.IX-..XGn - G*/G:
tel que
(2.11) F(x, (@1 -oes @) = Fy(X, 0, 0 (@1, ooy Doy Gag1s -5 %)),

pour xc€X, w,€G;, i=1,...,n

DEMONSTRATION. D’abord il faut remarquer que selon (2.7), (2.5) et (2.4), (2.1)—
(2.3) la «décomposition» suivante des fonctions est vraiec F: XXG—+X —

(2.12) Flx, (a1, ooy a)] = KI[x, {015 cves Gpmgs Bpprs os %)y 0] =

= Fx [H(xs <a19 soey Opegs K1y eony u))s a,,],

pour x€X, #,€G;, i=1,...,n, ou les fonctions F; et H remplissent la condition
(2.8). :

En vertu de I'hypothése et du théoréme 1.4 b) I'objet algébrique F, peut étre
présenté sous la forme

(2.13) Fi(x, o) = Sfl(“k gk(x))’ pour x€X, €Gy,

ou l'application g;: X—G,/G; est une bijection tandis que selon lemme 1 le sous-
groupe G;cG, est normal.

Soit x,€ X un élément fixé quelconque. Suivant (1.5) la projection suivante est
une bijection:

(2.14) D (x0): G /G ~ X, Pi(x0)(A) = Fi(xg, ), o€ A.
Puisque pour chaque B={(0t, ..., %1, Tg 415 ++os G)EG1 X ... X G _1 X Gy 41X ... X G,,

6*
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H(x,, p)e X, il en résulte qu’il existe un élément unique ¢,(B)<G,/G; tel que

(2.15) Fy [x0, 9x(B)] = H(x,, P),

ou la fonction H est définie par I’équation (2.5).
Démontrons que la projection ci-dessus définie

(2.16) @x: Gy X... XGy_1 XGy41X... XG, =~ G/Gy

est un homomorphisme.

En effet, d’aprés la formule (1.1) appliquée a I'objet H(x, ), (2.8), la commu-
tativité de F, et (2.15), pour B, Bo€G X ... X Gy_1 X G411 X...X G, on a successive-
ment :

Fi[xo, @x(By- )] = H(x,, By- B2) = H[H(x,, o), p1] =
= H[Ft(xo, Py (ﬂs)]’ 31] = F[H(xo, B)), ok (B)] =
= F, [Ft(xoa ‘pk(ﬂl))’ Px (ﬁs)] = F, [FkaD! o (B2)], %;(Bx)] =

= Fylxo, o (B - 0:(B2)],
d’ou en vertu de I"'univocité ¢, (p) résulte la condition cherchée de I’lhomomorphisme
(2.17) O (Br+ B2) = @i (By) + i (Bo).

Maintenant nous démontrons la vérité de I'égalité (2.11). En effet, pour un élé-
ment quelconque x€X, en vertu de la transivité de 'objet F, il existe un élément
1€G, tel que
(2.18) x = F(xo, 70)-

L’objet F, étant commutatif, pour élément quelconque PEG;X...XG_1X

X Grs1X...XG,, selon (2.18), la commutativité de F,, (2.15) et aussi (2.8) nous
avons successivement :

(2.19) H(x, p) = H[F(xo, 7o), Bl = F[H(xo, B), 7i] =
=F, [Fx(xov Py (B)). ?t] = F[F(xo, o), 0: ()] =
= Flx, o(B)].

Des formules (2.19), (2.12) et (2.15) il résulte que pour f={tt;, ..., % _1, Xxs1s 2.
wss @) €t o quelconques on a

F[x, (ul! seay &">] - FI’. [H(x’ ﬂ)’ ak] ol
= F[Flx, o), ] = Filx, a0 (B)),

ce qui prouve la vérité de la relation (2.11). Ainsi le théoréme 2 a été entiérement
démontré. En particulier on a les corollaires suivantes:

Corollaire 2. Si les conditions du théoréme 2 sont satisfaits, la fonction
F: XXGX...XG,~X peut étre présenté sous la forme

(2'20) F[x! (alv weey all)] . g:l[akqok(ﬂt) gi(x)]v
pOul’ xEX, ﬂ - <a1, voey Ao gy Kppgy soes a,,)GGIX ew XG&—lXth.lx-.. XG", atth'
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ou la fonction g, est déterminée par la formule (2.13) et la fonction ¢, est un homo-
morphisme, définie par les formules (2.15)—(2.16).

En effet, avec les notations ci-dessus, en appliquant successivement les formules
(2.12), (2.13), (2.15) et (2.13) on a:

F[x! (al’ saey an)] = Fk[H(x’ ﬂ)v at] - gk_l[akgk(H(x’ ﬁ))] ]
= g Mo g (Fu(x, 0:(B)))] = gi [0 0x (B) 8 (%))

En outre, il est facile de vérifier que chaque fonction F de la forme (2.20) remplit
I’équation de translation (1.1).
POI]I' X, '}'iEGi' f= ls L ﬁ=<als cens Op—1s Xppas onny 0‘.,,),

0 = (P15 ees Vim15 Yit1s ++» Tw) ON Q&:
F[Fx, {ts «es @)l Qrs oons V)] =
= Fl g (a2 (B) (%)) (15 -5 ¥w)] = & [1:0x(8) 2 @k (B) - gx (%)) =
= & ' (@B) g(X)] = FIx, (1115 ooy Va)] =
= FIx, (15 o005 Va)* ¥y «oes )], C.Q.F.D.

Corollaire 3. Si dans les conditions du théoréme 2 I'objet F, est effectif, c.a.d
la condition:

(2.21) A [ {\x (Fx(x. ) = Fi(x, &t)) = (4 = 5&)],

a8, €6, x

est remplie, alors la projection ¢, determinée par les formules (2.15)—(2.16) est un
homomorphisme de groupes GyX ... X Gy_1 X Gy X...XG, et G,.

En effet, comme dans la travail ([7], p. 227), nous démontrons que (2.22):
G:={e.}, ce qui prouve le corollaire.

§ 3. Equation de translation sur le produit
direct des groupes topologiques

Dans ce paragraphe nous présentons des résultats qui sont plus généraux que
ceux du paragraphe analogue dans le travail [7], (§ 3, p.p. 227—228).

Soit X un espace topologique et soient G;, i=1, ..., n des groupes topologiques.
Alors le produit direct des groupes G=G,X...XG, constitue aussi un groupe topo-
logique et nous pouvons dans ce cas-la chercher la solution de I’équation de transla-
tion continue (1.1), [8].

Nous démontrons ce qui suit:

Théoréme 3. Soit X un espace topologique de Hansdorff localement compact
dans un certain point X¢ X. Soit donnée la suite des groupes topologiques G, i=1, ..., n,
parmi lesquels un groupe fixé quelconque G, 1=k=n, est un produit dénombrable
d’ensembles compacts. Soit F: XXG-~X une fonction qui remplit I'équation de
translation (1.1), ou G=G,X...XG,; soit la fonction F,: XXG—X, définie par
I’équation (2.3), un objet algébrique transitif et commutatif.
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Supposons que la fonction F; satisfait aux deux conditions complémentaires:
(3.1) il existe un point x,£X tel que la fonction

) Gy 3oy —~ Fi(xo, )X
est continue;
(3.2) pour chaque &, fixé la fonction

Xax " Fk(.x, &'k)GX
est continue.
Soient des éléments x,€X, al€G, tels que la fonction

(3.3 Gy X - X Gy X G g1 X oo XGLEP = Flxy, (@s +oey Oy o005 GJEX,
ol B={0y, ..y M1, Xg41s ---» Oy, €St continue dans un certain point f;=(aj, ...
sney mi_l, ct}‘.,_l, cesy ai)EGIX ..-XGk_1XGg+1x XGu

Alors I'homomorphisme ¢, défini par les équations (2.15)—(2.16) est continu
et la fonction F: XXG-—X est aussi continue.

DEMONSTRATION. Selon ([4], p. 90) la fonction F, peut étre écrite sous la forme
(2.13) de telle maniére que la fonction g, de cette formule est un homomorphisme.

Selon les hypothéses du théoréme et de la formule (2.20) on obtient”

(3'4) %(ﬁ) — (ai)_lgk[F(x’ <(X|, weey ak—ls a}; cclH-ls seey CZ,,)] 3 (gk(x))_l-
Pour le point X¥€X on a

(3.5) G, = g (({x)).

Suvant lei raisonnement du travail ([7], p. 227) avec (3.4)—(3.5) nous allons
démonstrer que I’homomorphisme ¢, est continu.

Ainsi en vertu de la formule (2.20) on voit que la fonction F, comme la super-
position de fonctions continues, est continue, C.Q.F.D.

Pour illustrer notre raisonnement on donne un Example. Admettons la fonction
suivante:
(3.6) F(x, 0+ pi+yj+0k) = x+cyo+caf+csy+ ¢4 0,
pour x€R, x+ fi+yj+ ke K, on les constantes ¢;, ¢, €3, ¢ différentes de zéro et K
est le groupe additif des quaternions.

Nous considérons I'ensemble des nombres réels R comme un espace topologique
avec la topologie simple et I'espace topologique K=RX RX RX R comme le produit

cartésien avec la topologie productive.
Il est facile & vérifier que la fonction (3.6):

(3.7 F: RXK—+ R
remplit ’équation de translation (1.1) et que la fonction F est un objet algébrique
transitif, commutatif et effectif.

* Dans le travail ([7], p. 227) la formule (13) doit comprendre
¢(x) = fr lgl(F(xlv (=, ﬁ))'(.?:{x))"-
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De (3.6) nous obtenons quatre objets algébriques:

Fi(x, o) =x+ca, X€ER, af€R;
Fy(x, pi) = x+cf,  xER, PER;
Fy(x, yj) = x+c3y,  Xx€ER, 7Y€R;
Fy(x, 0k) = x+c¢40, X€ER, O€R.

Tous les objets algébriques (3.8) sont transitifs, commutatifs et effectifs.
Du corollaire 3 il résulte que

(3.8)

(3.9) G:=1{0}, p=1234
En vertu de (3.6) et (3.8) on a
(3.10) F(x, a+pi+yj+0k) = Fy[ F[F[F[x, al, ], 7], 6]

Selon (2.15), (3.6) et (3.8) nous obtenons, p. ex.

@3.1) os((@ . 3y) = AEAbLAD,
Selon (3.11) et (3.6) on a
(3.12) F(x, a+Pi+yj+0k) = Fy[x, (y+¢5((2, B, 3))j]-
De la formule (2.20) il est facile de tirer la conclusion que
(3.13) g(x) ==
3
Alors on a
(.14) F(x, a+Bi-+j+8K) = c5- [y+tp3((a, 5. 5>)+ci] .
3
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