Uber isomorphe Paare endlicher abelscher Gruppen*

EDIT SZABO (Debrecen)

In der Gruppentheorie ist es oft wichtig zu wissen, wie eine Untergruppe in
der Gruppe liegt. Auf welcher Art konnen wir solche Invarianten finden, die die
Gruppe und ihre Untergruppe zusammen charakterisieren? Schon mehrere Auto-
ren haben Forschungen auf diesem Gebiet fortgesetzt. Z. P. ZILINSKAYA beschiiftigte
sich mit diesem Thema in Moduln iiber bestimmten Ringen. ([1], [2].) K. BUzAst
untersuchte das Problem in endlichen und unendlichen abelschen Gruppen, falls
die betrachtete Untergruppe zyklisch ist. ([3], [4].)

g )Z MoLrLow erweiterte die Frage auf Gruppenringe und Gruppenalgebren.
[5], [6].

( Unter einem Gruppenpaar (G, H) versteht man eine Gruppe G, mit ihrer
Untergruppe H. In dieser Arbeit untersuchen wir den Fall, daB G eine endliche
abelsche Gruppe und H eine (nicht unbedingt zyklische) Untergruppe ist.

1. Definition. Es seien G; (i=1, 2) abelsche Gruppen und H; (i=1, 2) Unter-
gruppen von G. Das Paar (G,, H;) heiBt isomorph mit (G., H,), wenn ein Iso-
morphismus ¢: G,—~G, existiert, wobei @(H;)=H, gilt.

Wir untersuchen die Frage, mit welchen Invarianten die Gruppenpaare (G, H)
bis auf Isomorphismus eindeutig charakterisiert werden konnen. Das Problem kann
mann auch so schen, daB eine festgesetzte endliche abelsche Gruppe G und zwei
beliebige Untergruppen H,, H,SG betrachtet werden. Wenn ein Automorphismus
o: G—~G, o(Hy)=H, existiert, dann sind die folgenden Bedingungen offenbar not-
wendig
(@) . H, = H,,

(b) G/H, = G/H,.

Es wurde von K. BUzAsr [3] bewiesen, daBB wenn G eine endliche Gruppe und H= G
zyklische Untergruppe ist, so sind die Bedingungen (a) und (b) hinreichend.

1. Satz. (BUzAsi[3).) Ist G eine endliche abelsche Gruppe und H<G eine
zyklische Untergruppe, so ist das Paar (G, H) durch die Invarianten von G und von
Faktorgruppe G/H bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt.

Im folgenden zeigen wir mit Hilfe eines Beispiels, daB wenn die Untergruppe
einer endlichen abelschen Gruppe nicht zyklisch ist, die Bedingungen (a) und (b)
nicht hinreichend sind.

* Die Forschung ist von der ungarischen National Stiftung Ne 1813 unterschiitzt.
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2. Satz. Es existiert eine endliche abelsche Gruppe G und es gibt nicht-zyklische
Untergruppen H,, H, von G, die die Bedingungen

(@) H, = H,
und
(b) G/H, = G/H,

erfiillen, und (G, H,), (G, H,) keine isomorphen Paaren sind.

Beweis. Es sei

G = (ay) X(ay) < (az) a}""t =1, i=1...3,p Primzahl

a1=5, 013=7, ﬂ.’3=9.
Es seien
H, = (a}*)X(a8") X (a5")

H, = (a}") X (a§’) X (a5").
Dann gelten

H, = C(P)XC(p)XC(P®), H,= C(p)XC(P)XC(®
G/H, = C(p)XC(p®)XC(p*), G/H,= C(p*)XC(p>XC(p%.

Also H,=H, und G/H,=G/H,.

Nehmen wir an, daBl ein Automorphismus ¢@: G-~G existiert, wobei ¢(H;)=
=H, gilt. Dann ist a?'¢H, und ¢(a?*)€H,. Also existiecren natiirliche Zahlen
kl" kg, k33=-0, mit

4 _kypt L kep? . kept
: (o(ag)_azlp .0233 .asip.
Sei
¢(as) = at*-a3*-a3* (x;,x;, x3 natiirliche Zahlen)

Es ist ord ¢(a;)=ord a;=p°® und ord a;<ord a,<p® also gilt fiirr x;, (x;,p)=1.
So besteht

q’(ag‘) — afl p‘ . ag' P‘ . ag’ p.‘
Die direkten Faktoren ¢(af') sind eindeutig bestimmt, deshalb gilt:

Xg+ p* = kgp® (mod p°)
daher
P°|p* (s — ks p?),
daraus folgt
plxs

und das ist ein Widerspruch zur Bedingung (x;, p)=1. Kein Automorphismus
@: G—+G existiert also mit ¢(H,)=H,.

Eine weitere Frage: Bei welchen speziellen Untergruppen einer endlichen abel-
schen Gruppe sind die Bedingungen (a) und (b) hinreichend damit das Paar (G,, H,)
mit (G,, H,) isomorph ist. Wir untersuchen die Frage fiir den Fall, daB G eine
endliche abelsche p-Gruppe ist. Danach kann mann diese Ergebnisse einfach auf
beliebige endliche abelsche Gruppe erweitern.
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2. Definition. Wir nennen eine endliche abelsche p-Gruppe homogen, wenn ihre
Invarianten gleiche Potenzen von p sind.

3. Satz. Ist G eine endliche abelsche p-Gruppe, H, und H, homogene Unter-
gruppen in G, die durch Potenzen der Basiselemente von G generiert werden, und
es gilt,

H, =~ H,, G/H, = G/H,.

So existiert ein Automorphismus ¢: G-G, wobei gilt ¢(H,)=H,. (D. h. die Paare
(G, Hy) und (G, H,) sind isomorph.)

Bewers. Es sei
G=(a)X(ay)...(a,), af"i=1, i=1,..,n
(D Oy =0y = ... =0,
Seien
H, = (ayf=)><(af-)><...><(af-), sS=n
lsi<ig<..<i;=n O<fi<a, l=1,.,s
H, = (agf')x(a;f')x... x(agf-)
Isji<ji<..<j,=m 0<p <a,, l=1,..,s.

Weil H, und H, homogene und mit einander isomorphe Untergruppen sind, folgt, daB

2 “i1—31 = ai,—ﬁs = == Q’:.—ﬁs =d
3) a,—Ph=0,—Pa=..=0a,—p,=d.
Aus (1), (2) und (3) folgen die Ungleichungen (4) und (5).
4) Bi=Ba=..=5s

(%) h=hh=..=5.

Die Invarianten von G/H, sind:

p“l,pﬂl, Ee s pﬁs,p’r, rE {l, 2, ..-n[\{il, ig ...is}.
Die Invarianten von G/H, sind:

.ppls Pp'; »es ’p"!p‘.": rE {ls 2’ wen ’n}\{jlyjﬂ" -")jt}'

Wir nahmen an, dal G/H,=G/H,, somit haben G/H, und G/H, gleiche Invarian-
ten p*, p*, ..., p™. Aus diesen Invarianten p™, p*, ..., p™ wihlen wir das mini-
male Element é,, welches

— entweder als Invariante von G nicht auftritt,

— oder in der Reihe p*:, p*, ..., p* ofter auftritt als in der Reihe p™, ..., p*.
Wegen (4) und (5) gilt 6,=pf*=pP1. Damit folgt aus (2) und (3): a;,=0a;,. Es sei
2=k=s ein Index mit:

6) Oy = Oy oee s O, =0, aber o # a, .
Nehmen wir an, daB o; <a;, .
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In diesem Fall ist:
Q) Br= By, Bx-1 = Px-1, und ﬁt{ﬂk-
Wir konnen die Invarianten G/H,, p*, ..., p™ in zwei Mengen L,UM, zerlegen:
Ly ={ph, ..., pPx-1,p mit re{l,2,...,5—1F\ {i1, iz, -- » ix-1}
M, = {px, ..., pPs, p* mit rE{ix, ..., ny\{ixs---» is)-

Wir konnen auch die Invarianten G/H,, p*, ...,p™ in zwei Mengen L,UM,
zerlegen:

Ly = {ph, ..., pPu-1,p* mit re{l,2,...,ix—1\{jcs +++ s Jx-1}
Mg={PH’¢,...,P",p¢' mit rE{ik,...,n}\{jk,jg+1, ...j’}

Da (6) und (7) die Mengen L, und L, dieselben Elemente enthalten, miissen auch
die Mengen M, und M, die gleichen Elemente enthalten.

ple = pn—lEM,
In der Menge M, ist jedes Element groBer als pfx, weil
B>=B 1=k, ..,5 und o, = >o —d
fiir jedes 7€ {ig, ..., BN\ Lks -+« s Js)

Damit ist pfx¢ M, und es ist ein Widerspruch zu der Bedingung M;=M,.
Es existiert also kein solcher Index k, 2=k=s, wobei o; #a;,.
Daraus folgt:

®) Ay = Ohpys Oy = Ogyy v o Oy, = Oy,
und
(9) 51 =ﬁ]sﬁ2=52:"'ﬁs=ﬁv

Betrachten wir den folgenden Homomorphismus ¢: G—+G.
olay) = a;, @lay) = ay,, ..., 9(@,) = ay,
¢(a;) = ay, 9(a;) = a;, ..., ‘p(aj.) =iy,

ola)=a;,, wenn i€{1,2,...,0}\{l1y e sdgs 1y +ee s o}

Wegen (8) ist dieser Homomorphismus ein Automorphismus von G, und wegen
(8) und (9) erfiillt dieser Automorphismus die Bedingung ¢ (H,)=H,.

Damit wurde der Satz bewiesen.

Ferner kann man der Frage nachgehen, in Satz 2 unbedingt zu fordern ist,
daB H, und H, homogene Untergruppen sind. Aus den Sdtzen 4 und 5 konnen wir
sehen, daB neben anderen speziellen Forderungen, auch diese Bedingung verlassen
werden kann. Aber im allgemeinen, wenn die Untergruppen durch Potenzen Basis-
elemente von G generiert werden und keine homogenen Untergruppen sind, kann
man in der Gruppe G zwei Untergruppen H, und H, so konstruieren, daf die
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Bedingungen (a) und (b) erfiillt sind, aber kein Automorphismus ¢: G—+G
mit ¢(H,)=H, existiert.

4. Satz. Sei G eine endliche abelsche p-Gruppe. Seien H, und H, solche Unter-
gruppen von G, die durch gleiche Potenzen der bestimmten Basiselemente von G gene-
riert werden. Ferner nehmen wir an, daff H,=H, und G/H,=G/H, gelten. Dann
existiert ein solcher Automorphismus ¢: G—+~G bei welchem o(H,)=H, gilt.

(D. h. die Paare (G, Hy) und (G, H,) sind isomorph.)

BEWEIS. Seien
G =(a)X(@)X...X(a,),a?" =1, i=1,..,n
By 58 M o e 0
H, = @)X@)X...X@f"), s=n

l=jh<ig<..<i,=n O0<f<o, I=1,.,s
H, = (a?’)x(a?")X... X(a?’)
lSji<h=..<jsn 0<f<a, l=l..,1
Dann sind die Invarianten von G/H,:

P, ..., pP(s-mal), p*, ré{1,2, ..., n}\{i1, iy ... » ig}-
Die Invarianten von G/H, sind:

PP, ..., pP(s-mal), p*, r€ {1,2, ... , n}\ {J1s Jas +++ s Jo}-

Da G/H, und G/H, zueinander isomorph sind, haben sie die gleichen Invarianten
P, p*, ..., p*™. Aus der Reihe p™, ..., p™ wihlen wir das Element p~ aus, das
— entweder nicht als Invariante von G auftritt
— oder in der Reihe p*, p*, ..., p* mit groBerer Multiplizitit, als in der Reihe
p™, p*, ..., p*™ auftritt.
Offenbar ist p¥=pf=pk daher
(10) B =8
Dann wihlen wir aus der Reihe p*, p™, ..., p» das minimale Element J, aus, das
— entweder in der Reihe p™, ..., p™ nicht auftritt,
— oder mit gréBerer Multiplizitit in der Reihe p*, ..., p*, als in der Reihe
p*, p*, ..., p™ auftritt.
Offenbar gilt dann: &, =p*i=p™.
Nehmen wir an, es existiert ein solcher Index 2=k=s mit

(11) th = “}1' a,»! = a!h, ses ,d,—k_l = ajk_l abel‘ m'k §£ th.

Nehmen wir weiterhin an, daB «; <a; . Dann konnen wir die Invarianten von G/H,
in zwei Mengen L,UM, zerlegen, wobei

L]_ = {P"‘, cee ,P"‘,(k—l)"malap‘" re {l’ 2’ sery it_l}\\{ih I-S) sevy ik-l}}
M, = {p*, ..., pPx,(s—k+1)-mal, p*, r€ {ig, ... , By N\ Liks ik 415 oo+ » Is}}+
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Die Invarianten von G/H, konnen wir ebenfalls in zwei Mengen L, UM, zer-
legen, wobei

‘L! - {P’: e ,P”(k"l)"mals}"", rE{L 21 ree g ik_l}\{jlsjsa e ’jk-l}}

Mi - {pla iP’s (s—k+l)-mal,p‘-, re{ih see p ”}\Uhjlﬁl’ ljl}}

Wegen (10) und (11) enthalten die Mengen L, und L, dieselben Elemente, so miissen
auch die Mengen M, und M, gleiche Elemente enthalten. Aber die Multiplizitit des

Element p®x in der Menge M, ist mindestens um eins kleiner als in der Menge M,.
Das ist ein Widerspruch zu M,=M,. Also existiert kein Index 2=k=n, mit
o, #0y, . Somit ist

Upy = Ogyy Qopy = Ugyy oon p &y, = &,
Betrachten wir den Homomorphismus ¢: G—-G mit
¢(a) = a;,, 9(a;) = aj,, ... 9(a;) = a;,
Q’(aﬁ) — aip (p(aj.) — aizs seny ‘P(aj,) - al'.

e(a) =a; wenn i€{l,2,...,n8P\ fi1;.-csinsdas e sda}:
Offenbar ist ¢ ein Automorphismus von G und ¢(H,)=H,.

5. Satz. Es sei G eine endliche abelsche homogene p-Gruppe. Es seien H, und
H, die Untergruppen von G, die durch Potenzen der Basiselemente von G generiert
werden und H, == H,, G/H, 2 G/H, gelten. Dann existiert ein Automorphismus ¢:G—~G,
mit (P(H1)=Hg-

BEwEIs. Sei
G =(a)X(@X...X(a,), ar=1i=1,..,n
H, =(af’f‘)><(ai;'s')><... X(af’), sS=n
Lot e gy s 2L Sl Dty T2k .48
Hy = (@) X (@) X ... X(a2")
lEf=hsn<j0<h=n l=1.%
Die Invarianten von G/H, sind:
ph, pPs, ..., pPe; p%, ..., p* (n—s)-mal.
Die Invarianten von G/H, sind:
PPy phay ..., pPs, P, ..., p* (n—s)-mal.

Weil G/H,=G/H,, so gilt {B,, ..., B;}={P, ..., Bs}. Also existiert eine Permuta-
tion ¢,, 0, ..., 05 der Elemente 1,2, ..., 5 wobei

ﬁl — B@p ﬁs = pg;a s ’B. - Bh'
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Dann betrachten wir den Homomorphismus ¢: G—-G,
p(ay) = ay, ..., 0(a;) = a;,
0a;,) = ay, ..., 0(a;,) = a,
o(@)=a; falls i€{l,2,...,n\ {i1, ... s 155 Jas oee s Jo}-
Offenbar ist @ ein Automorphismus und ¢(H,)=H,.
6. Satz. Sei G eine endliche abelsche p-Gruppe.
G=(a)X(@)X...X(a,), a"=1, i=1,..,n
O<=py=0..=0a, n=3
Nehmen wir an, daf drei Indizes 1=k<I<m=n existieren und es gelten:
(13) O<o <o <a,,
(14) Oy = Oy +0y—2.

Dann kann man zwei nicht-homogene Untergruppen H, und H, in G angeben, die
durch Potenzen bestimmter Basiselemente von G generiert werden und ferner H,=H,,
G/H,=G/H, gilt, aber (G, H,) und (G, H,) keine isomorphen Paare sind.

Bewers. Betrachten wir das folgende lineare Gleichungsystem.
—Pp = tw—p
(15) =By = o — Py,
U —Pm = 04—y

wobei B, B;, B die Unbekannten sind.

Das sind zwei unabhéngige Gleichungen. Wahlen wir §,, als freie Unbekannte.
Wegen (13) und (14) konnen wir f,, so wihlen, daB die folgenden Ungleichungen
bestehen:

(16) Oy — 0 < ﬁm = 0.
Dann ist
) B = ey— o+ B
So gilt
(1 O0<Bu<Bi<a.
Dann ist
ﬂt = al_anl"'ﬂn

Wegen (16) gilt:
0<py <a.

T
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Es seien H, und H, die folgende Untergruppen in G.
H, = (a?’)x(a?"")x(a?’™)
H, = (a™) X (a"™) X (a2")
So sind die Invarianten von G/H; und G/Hj:

pﬂk} pﬂ‘! pﬂ'... und P’”e {L 2'1 Fesin "}\{ki I: m}
Also sind G/H,; und G/H, isomorph zueinander.
Die Invarianten von H, sind:
p‘k'ﬂk’ p“l‘ﬂt, p"m"ﬂm,
Die Invarianten von H, sind:
p!"_ﬂ”') P"_"": ps’"_ﬂl'

Da das Gleichungsystem (15) besteht, sind H; und H, zueinander isomorph.
Nehmen wir an, daB ein Automorphismus ¢: G—G existiert, wobei

@(H;)=H,. Dann ist a,'f’"e H; und cp(a,‘,""")éﬂz. Also existieren ry, r,, rg natiir-
liche Zahlen, mit

@@’ = ap?’m. anes . reelt,
Sei

o(a,) = af'... agx... afr... aym... agn.

Die Ordnung des: Elementes ¢(a,) ist p*= und so wegen (13), fiir x,, (x,,p)=1
gilt. So ist:

fp(af"‘) = a’;;l"'m, ..a:k"p”‘. i afﬂ’p"'.. .a;m"""...a:n”"‘.
Die direkten Faktoren des Elementes sind eindeutig bestimmt, deshalb gilt:

rgpPt = X, pPm, (mod pm)
daher
Pm| X pPm — g pPi.

Weil B>, ist, somit

p*m| pPm(Xy— 13 pPr—Pm)
und daraus folgen

PlXn—13pP1=Pm, plx,,.

Das ist ein Widerspruch zur Bedingung (x,,, p)=1. Also existiert kein Automorphis-
mus ¢: GG mit o(H)=H,, so (G, H;) und (G, H,) sind keine isomorphen
Paare.
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