Uber die ableitungsfreie Niherungsverfahren
von der hoheren Konvergenzenordnung fiir die Aufiosung
nichtlineare Operatorgleichungen in pseudometrischen Riumen

Von BELA JANKO (Budapest)

Herrn Professor Zoltan Dardezy zum 50. Geburtstag gewidmet

In dieser Arbeit mdchten wir zuerst einige Ideen in Verbindung mit dem Be-
griffe der Konvergenzordnung in gewdhnlichen metrischen Rdumen und auch in
pseudometrischen Ridumen — entwickeln. Unsere Fragestellung ist eigentlich die
Folgende: Wie kénnen wir die Konvergenz von Ordnung k=1 unter den Bedin-
gungen der metrischen und pseudometrischen Réiume characterisieren? Natiirlich,
ist heute schon gut bekannt, dass die Untersuchung der , Konvergenzgeschwindig-
keit* fiir numerische Anwendungen ein wichtiges Problem darstellt. Sogar die
Existenzbedingungen nehmen fiir die Ldsung der in pseudometrischen Ridumen
definierten nichtlinearen Operatorgleichungen eine sehr allgemeine und umfang-
reiche Gestalt an.

Aus diesem Sichtpunkt existieren schon sehr viele interessante und wichtige
Ergebnisse fiir den Fall der Banach Réume [4], [12].

In den gewdhnlichen metrischen Rdumen kénnen wir — in einer verbesserten
Gestalt — das folgende Ergebnis aussagen [8]:

Satz 1. Sei X ein vollstindiger metrischer Raum und A bedeute hier einen stetigen
(nicht notwendig linearen) Operator, der eine Teilmenge S von X (den Definitions-
bereich von A), in X eindeutig abbildet. Die Gleichung

(1) x=Ax. A: S—=X; ScX

soll — ausgehend von einem zweckmdssig gewdhlten Element x,6S — mit dem
Ndherungsverfahren

(2) x".“ == A.\'ﬂ, (" - 0, l, 2, ...),

geldst werden.

Der Operator A4 besitze die folgende Kontraktionseigenschaft

(3) d{Ax,, Ax. ) 8 ed (% Xs)y (B=1,2 00)
wo 2 cine reelle Zahl ist, mit x>0, und es gilt noch
(3" a0 d(xy, %3) = 1

und k=1 ist 5uch cine reelle Zahl.
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Dann existiert unter den hier gegebenen Voraussetzungen eine Ldsung x*€ S
der Gleichung (1) und es konvergiert die Folge {x,} gegen die Lésung x* und es gilt
noch die folgende Fehlerabschitzung

@ A, %) < oy H@=D doy

wo die Bezeichnungen

1
4) Hy =

1—ol/ik=D g, °
beniitzen, und die Kugel S mittels
4”) S:d(x,x) =r:=
gegeben ist.

dy = d(xy, Xo) >0

1 1
=D T =Ty g !

Bewes. Die Folge {x,} ist Cauchy-konvergent. In der Tat folgen aus den
Bedingungen (3) und (3") sogleich die Abschitzungen

d(x1, Xp) = ad*(xg, X,) = ad§
d(xg, X3) = ad*(x,, x3) = at+*ds*

d(x:h xl) = adl‘(x!’ x-l) = m1+k+k2dl:'a

d(Xys Xp41) = Ad* (X1, X,) = ol PREFL G = q=D/R=D g

Fiir eine beliebige natiirliche Zahl p kénnen wir noch die folgende Abschitzun-
gen angeben:

d(xm xn+p) = d(xm xn+l)+d(xn+ls x,,+2)+ vee +d(xn+p-l1 xn+p) =

1
o k=1

{(D:lf(t—n dg)"" +(_11;(k—1) do)k“ Y TR _i_(,_.‘lf(k—l) {fo)""' r—l] =

-

1 ,, _
= iy (D {1+ (10D )+ (MOD o+ ... + (@D dyye =)
und endlich haben wir
1 X
(5) d(x,s Xp1p) < m(lm_ldo)" Hy.

Das heisst, dass die Folge {x,} Cauchy-konvergent ist. Da X vollstindig ist und
darum besitzt die Folge {x,} ein Grenzelement x*€ X. So folgt beim Grenziibergang

. 1 .
(6) d(xn, X7) =~y Hu(2' =" do)f

und diese Ungleichung zeigt, dass d(x,, x*)—=0 fir n—c-.
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Das Grenzelement x* ist eine Losung der Gleichung (1). Tatsdchlich ist hier
A stetig und ahnlich wie im Falle (6) gilt die folgende Abschitzung

; 1 .
(6) d(xqs AX") < —g=gy Hi(@* )"

Wegen der Dreiecksungleichung und den Abschitzungen (6), (6") folgt
d(x*, Ax*) = d(x*, x,)+d(x,, Ax)

und fiir n—+< beim Grenziibergang d(x*, Ax*)=0, und zwar d(x*, Ax")=0,
also x*=Ax".

Fiir den Existenzbereich der L&sung betrachten wir die folgenden Abschitzun-
gen und erhalten leicht, wie im Falle der Ungleichungen (5),
(?) d(XO, xn) = d(xo, x1)+d(xl L] x2)+ s _E_d(xu—ls Jf,,) =

= dot-adE ot g . F ol AP IR PR o
1 n—
g (0 dy+ (@D ) + (P V P +... +- (=D d)F ="} <

1 1 1

L= 1) l—x"’(*—”d(, = /1) Hy.

ot/

-

Somit liegt die Losung x* in der gegebenen Kugel S.

Wir sollen hier bemerken, dass — ahnlich wie im Falle der normierten Riume —
die Konvergenzordnung k bei der Fehlerabschitzung (4) gegeben und mit seinem
Exponent k" ganz characterisiert ist, [4].

Anderseits, statt der Gleichung (1) konnen wir eine dquivalente Gleichung
x=Ax konstruiren, so dass die Kontraktionsbedingungen (3), (3) fiir 4 gelten.
Es besteht auch die Mdoglichkeit durch Bildung der Iterierten Néherungsverfahren
beliebig hoher Ordnung aufzustellen [4, S. 231].

Natiirlich kénnen wir diesen Problemkreis ausdehnen und eine dhnliche Frage
stellen: Wie konnen wir in allgemeinen metrischen Raumen, — ndmlich in pseudo-
metrischen Riumen — die Konvergenz zweiter und héherer Ordnung charakteri-
sieren?

Die pseudometrische Riume sind in 1943 von G. KURePA eingefiihrt worden
[10]; aber ihre besondere Bedeutung — fiir die numerische Analysis — hat J. SCHRO-
DER gezeigt [15], [14].

- Definition 1. Eine Menge X von Elementen x,y, z, ... heisst beziiglich H ein
pseudometrischer Raum, falls je zwei Elementen x, y€X ein (Pseudo-) Abstand
o(x, y) zugeordnet ist, wo ¢(x,y) zu dem linearen halbgeordneten Raum H gehdort,
und die folgenden Eigenschaften besitzt:

I. Definitheit: o(x, y)=04 genau fiir x=y, wo 60y das Nullelement des
Raumes H ist;

II. Die Dreiecksungleichung

e(x,z) = o(x,y)+eo(z,»)

ist fiir irgend drei Elemente x, y, z€ X erfiillt.
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Definition 2. Eine Menge M ist halbgeordnet (teilgeordnet, partiell geordnet,
kurz geordnet), wenn fiir gewisse Paare x, y¢ M eine Beziehung x=y erklirt ist,
mit den Eigenschaften:

A) Reflexivitiat: x=x fiir alle xéM;

B) Transitivitdt: aus x=y und y=z folt x=z;

C) Antisymmetrie: aus x=y und y=x folgt x=y.

Natiirlich kommen im Falle der linearen Rédume zur Halbordnung noch zwei
Zusatzforderungen hinzu.

Definition 3. Ist X ein linearer Raum mit dem Nullelement 6, dann nennt mann
X einen halbgeordneten linearen Raum, wenn die Ordnungstruktur mit der linearen
Struktur vertriglich ist, d. h. we ausser den obigen Forderungen A)—C) zusitzlich
noch gilt:

D) Aus x=0 folgt ex=0 fir ¢=0 reell;

E) Aus x;=y, und x,=y, folgt x;+x,=y,+y,.

Definition 4. In einem halbgeordneten linearen Raum A nennt mann eine Folge
{0,} konvergent, wenn dieser Folge {g,} ein eindeutig bestimmtes Grenzelement
lim ¢,€ H zugeordnet ist, wobei die folgenden recht allgemeinen Forderungen er-
fillt sind:

1) aus p,=p"* firalle n=1,2, ..., folgt lim p,=p";

2) aus lim g,=¢" folgt lim g, =¢" fiir jede monotone Folge natiirlicher
Zahlen k,, n=1,2,...;

3) aus lim g,=¢* und lime,=c* folgt

lim(g,+0,) = ¢"+06%;
4) aus lim 4,=4" und lim g,=pc folgt
lim4,0, = A" 0";

wo 2%, 2, zu dem Zahlenkorper K gehoren;

5) aus Oy=0,0, fir n=1,2,... und limeo,=0y folgt lim ¢,=0y;

6) aus g,=0, fir n=1,2,... und lim g,=¢* folgt ¢*=0,.

Natiirlich sind diese Bedingungen bei den numerischen Anwendungen leicht
nachzupriifen und es werden damit sehr allgemeine, umfangreiche Rdume erfasst.
Sonst kann man in cinigen linearen Raumen sehr leicht mit Hilfe des Supremum-
begriffes einen Konvergenzbegriff einfithren, z. B. in K-Rdumen und K-Linealen

(8], [16].

Definition 5. Ein beziiglich H pseudometrischer Raum X wird vollstindig ge-
nannt, falls jede Folge {u,}C X ein Grenzelement ™€ X besitzt, wenn lim o(x , u,)=0,
fiir eine beliebige monotone Folge natiirlicher Zahlen £,.

Es sei jetzt H cin halbgeordneter linearer K-Raum und X ein beziiglich H
vollstindiger pseudometrischer Raum [4]. Dann bedeute A einen (i. a. nicht not-
wendig linearen) Operator, der in diesem Falle eine Teilmenge S von X, den Defini-
tionsbereich von A4, in X (eindeutig) abbildet. Betrachten wir nun die folgende
Gleichung

(8) X=dx, AvS-+X, S X
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und sei unser Nidherungsverfahren
) Xp41 = Ax,, (n=0,1,2,...)

ausgehend von einem zweckmissig gewéhlten Anfangselement x,€S.

Wir bemerken, dass J. Schréder fiir die Existenz der Lésung und fiir die Kon-
vergenz des Niherungsverfahrens die folgende Verallgemeinerung des Kontraktions-
begriffes gegeben hat [14]:

0(Au, Av) = Lo(u, v)

fiir jedes Elementenpaar wu, v€ X, wo L (die ,,Schranke® des Operators A4) ein linearer,
stetiger und positiver Operator ist.

In unserem Falle hat der Operator A auch eine sogenannte ,Schranke“ B
konstruiert im folgenden Sinne:

(10) Q(Axn’ Axn—]) = Qg(xu’ « n-l)a
wobei das Produkt ¢%(u, v) bei einem gewiihlten Operator B durch
0*(u, v):= B(g(u, v); o(u,v)),

erklirt wird; hier ist B: H ,H-H ecin bilinearer (additiver und homogener). ste-
tiger und monotoner Operator fiir beide Argumenten. Die Monotonitit fiir B be-
deute hier dass aus ¢=>0 folgt B(o, 0)=0.

Satz 2. Sei der Operator A durch die obigen Bedingungen erkldrt und es sei

(1) o+ Z; of = weH, ;= @(xp, X3),
e

wo w ein gegebenes Element ist; dann gibt es eine Losung x* im Gebiet S: o(x, x,)=w
und es gilt die folgende Abschiitzung

(12) o(x*, x,)w,:= Z 7

Bewers. Erstens soll man zeigen. dass {x,}, kontruiert mit dem Verfahren (9).
Cauchy-konvergent ist. So, folgen in ihnlicher Weise wic beim vorhergehenden
Satz, aus der Kontraktionsbedingung (10) die Ungleichungen

0(xy, X9) = 0(Axy, Ax;) = B(0(x0, X1) (%05 X1)) = 0}
und ferner

0(xa, X3) = o(Ax,, A-rs) = B(Q(-“l’ Xs), 0(xy, xz)) = B(Q%s Q?) = Qi'
0(x3, x3) = 0(Axy, Axz) = B(e(x2, X3), (x2, X5)) = B(ei, 0}) = o},
Q(-rns xll+]) 5 Q?n'

Fiir eine beliebige natiirliche Zahl p haben wir die Abschitzung

Q(xn! '\‘n+p) = a(xn’ xn+l)+(‘)(xn+l’ 'vn+2)+“'+g(xrr+p—l’ xn-l-p) =

- a2 on+1 nep-1 y
in +'Ql. +...+01 =W
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so dass unsere Folge Cauchy-konvergent ist. Da .Y vollstindig ist besitzt die Folge
{x,} ein Grenzelement x*€X. Fiir p— - bekommt man die Fihlerabschitzung (12).
In dhnlicher Weise erhilt man

(13) o(x,, Ax*) = w,.

Das Grenzelement x* ist eine Losung der Operatorgleichung (8) Tatsichlich
folgt da A stetig ist, und wegen der Dreiecksungleichung und den Abschiatzungen

(12), (13)
e(x", Ax*) = o(x*, x)+¢(x,, Ax,)

und fiir n—+< somit o(x*, Ax")=0, und zwar o(x", Ax*)=0, also x"=Ax".
Fiir den Existenzbereich der Lésung x* betrachten wir die folgenden Abschi-
tzungen
0(xqs X)) = 0(Xg, X))+ (X1, Xo)+ .o+ 0 (Xy—15 X,) = W
somit befindet sich die Lésung x* in der Kugel S.

Endlich kénnen wir fiir die Konvergenz von Ordnung A=2 unter den Be-
dingungen der pseudometrischen Rdume den folgenden Satz aussprechen:

Satz 3. Sei der Operator A durch die obigen Bedingungen erkldrt und sei statt
(10) die folgende Kontraktionsbedingung erfiilli:

(10) Q(Axy, AXy—1) = @ (X, X4-1)s (n=1,3,..),

wo das Produkt o*(u,v) mit Hilfe eines zweckmdissig gewdihlten k-linearen Operators
U eingefiihrt ist

o*(u, v):= Ulo(u, v); o(u,v); ...5 ¢(u,v)).

k-mal

Der Operator
Ut Hold ..o B
———

k-mal

sei ein stetiger und monotoner Operator fiir alle k Argumente.

Der Monotonititsbegrifil bedeutet hier natiirlich, dass aus p=0 folgt
U(o, o0, ..., 0)=0. Sei noch

(11) 2 =weH, 0= (%o, X1)s

wo W ein gegebenes Element ist. Dann existiert eine Losung x* der Gleichung (8)
im Gebiet Q: o(x, x,)=w und es gilt die Abschiitzung

(12) e(x*, x,) = w,= IZ o1
Die Beweisfithrung ist dieselbe wie im Falle des Satzes 2.

Bemerkung. Fiir die numerische Anwendungsmdéglichkeiten, s. [2]. [3]. [6], [15]
und [16]. — In dieser Arbeit beschiftigen wir uns nicht mit der Optimalitit, und
der Komplexitit der Iterationsverfahren; s. [9], [20], [21].
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