Die Frenetformeln des Weyl—Otsukischen Raumes

Von DJERDIJI F. NADJ (Sopron)

Herrn Professor Zoltdn Dardczy zum 50. Geburtstag gewidmet

Einleitung

Die Grundlagen der Theorie der affinen Otsukischen Rdume stammen von
T. Otsuki [5]. Die metrischen Otsukischen Rdume, insbesondere die Weyl—Otsuki-
schen Riume (W—O,) wurden von A. MoOOR [1] eingefiihrt.

Im folgenden bestimmen wir die Frenetformeln des W—O, Raumes, fiir ko-
und kontravariante Vektoren, sowohl auch fiir verschiedene invariante Differentiale.
Die Resultate werden in den Relationen (2.18), (2.26), (3.3) und (3.4) angegeben.
Diese werden Frenetformeln genannt, da sie die Ableitungen der Vektoren eines
n-Beins durch dieselbe Vektoren ausdriicken. Die hier angegebenen Formeln unter-
scheiden sich von denjenigen des Rjemannschezl Raumes. Diese Abweichung hat
zwei Griinde: einerseits gilt in den W—O, ——-gf" #0; anderseits verschwindet das
absolute Differential des metrischen Grundtensors g;; nicht, der Grundtensor ist
nur rekurrent. Die bekannten Formeln fiir den Riemannschen Raum sind allerdings
als Sonderfille enthalten. Nach unserem Wissen ist dieses Problem bisher noch nicht
untersucht worden.

1.§. Der Weyl—Otsukische Raum

Ein Weyl—Otsukischer Raum ist eine n-dimensionale differenzierbare Mannig-
faltigkeit mit einem symmetrischen Grundtensor g;; (det (g;;)#0) und mit einem
Tensor P} (det (Pf)#0), der cinen eindeutig bestimmten Inversen Q) besitzt, wobei
PfQj=¢i. gilt In den Otsukischen Rdumen ist der lings der Kurve x(7) gegebene
invariante Differentialquotient eines Tensorfeldes 7} auf folgende Weise definiert

((11 8 1); [5] (3.6—(3.8)):

DT}

A th
P b pi
(1.1) L= PP

5T“ a_y ‘ra r_"rt Ta d
dtb = P} P (O T3 + 1% Ty — FakT:)W-

Diese Ableitungen werden im folgenden der Kiirze halber mit D bzw. D bezeichnet.
Fiir die Ableitung (1.1) ist die Leibnitz-Formel nicht mehr giiltig. D nennt man die
fundamentale invariante Ableitung.
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Die Verschiedenheit der Ubertragungsparameter ‘I% und “I% fiir ko- und
kontravarianten Indizes ist in den Otsukischen Rédumen charakteristisch. Ferner gilt

(1.2) D3} = BIPDS; = BT —"Ty o 0.

Im chl—Otsuklschen Raum (W—O,) hat A. Moér die Ubertragungsparameter
« aus der Rekurrenz des metrischen Grundtensors bestimmt, das heillt aus der
Re!anon ([11, 2.3))

(1.3) Dgij = Yk &ij -
Dann bestimmen wir die Ubertragungsparameter ‘T, so, daB die Otsukische Rela-
tion ([5], (3.13))
(1.4) OB + LW P =BT =0
besteht.

Dieser Raum wird Riemann—Otsukischer genannt und mit R—O, bezeichnet,
wenn Dgfj=0, das heil3t '}Jk=0 gllt ([3]).

In Otsukischen Riumen kann man die folgenden zwei invarianten Ableitungen
definieren ([5], (3.14))

(1.5) ‘DT := P! P}'DT¢ = PIPY@, TS+ T4 Ty "Iy, T 3,
(1.6) ’DT}:= P!P}"DT¢ = PIP} (0, TS+ "L, Ty — "Iy T2) XX,
Fiir diese Ableitungen sind die Leibnitz-Formel, wie auch die Relationen
(1.7) a) ‘DT*=DT® b) "DT,=DT,

giiltig. Man kann leicht ausrechnen, daB die Gleichungen

(1.8) ’Bgu = Y« &ij "‘k—zgrubaur)

(1.9) ‘Dg'l = —y, g 3*+2g'* D5)

gelten; (i,7) bezeichnet die Symmetrisation der in den Klammern stehenden In-
dizes.

2.§. Der kontravariante Fall
2.1. Die Frenetformel beziiglich D

Der vorige Paragraph zeigt, daB im W—O, Raum fiir ko- bzw. kontravariante
Vektoren verschiedene Ableitungsoperatoren existieren. Zuerst wollen wir "D auf die
kontravarianten Vektoren anwenden. Wir setzen

g
2.1 FhE =7

und beweisen das folgende
Lemma. Ist v ein Einheitsvektorfeld im W—O, Raum, dann gilt:
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Nach unserer Voraussetzung ist g;;v*v/=1. Wir wenden darauf den funda-
mentalen invarianten Ableitungsoperator ‘D an. Nachdem ‘D die Leibnitz-Formel
befriedigt, ist

('Dg;)v'e! +2g,;4' (‘D) = 0.

Aufgrund von (1.8) und (1.7) folgt (2.2).
Wir betrachten eine Kurve x'=x'(s), wo s die Bogenlénge ist. Ihr Tangenten-

) R R AN
vektor g:‘::—% ist ein Einheitsvektorfeld. Nach dem Lemma ist lings der Kurve
i(Dpd— " D8I "
80" (D! —v" D6/ +yp!) = 0.
Die Linge von ?f:=D%J—o’Déf+y3J ist
- s i i J_ DS /2
(2.3) % = [8,/(Dy' - v' D, +yv')(Dv’ — v Do/ +yv )2,
Dann ist der in die Richtung ? zeigende Einheitsvektor v
I — 41 s i) ayf
(2.4) o' =x {ﬁg g’Dé,+,'|1]:)
orthogonal zu .
Wendet man das Lemma auf das Einheitsvektorfeld v an, $o bekommt man

giji’i (Eff—g’ﬁéﬁﬂf") = 0.
Das heiBt, der Vektor

¥ e Dod — of D54 Jj
G O Skl

ist orthogonal zu v Nehmen wir jetzt an, dal3 f: nicht in der von v und faufgespann-

ten Ebene liegt. Dann ist der in der Ebene von » und if liegende Vektor :;i::i:' +op
bei entsprechendem «€R orthogonal zu 2 Bezeichnen wir die Linge des Vektors
;ﬁ mit % und den in dessen Richtung zeigenden Einheitsvektor mit v, 0 erhalten wir

(2.5) %) = Do/ — " D) +yv! +av’.
232 1 1 1 0

Zwecks Bestimmung von « wenden wir den Operator ‘D auf die Identitit
gij ;f' 11:’=0 an und bekommen

(2.6) ('Dg,-_,) 3' f} o gij('D"i") f’ +8i; {." ('ﬁfj) =0.

Aus der Relation (1.8) und dem aus (2.4) ausgedriickten 5?6", sowie aus (1.7a) in
Anbetracht der Orthogonalitidt der Vektoren v und {Jfolgt der Ausdruck

2.7 gi;0' Dv! = g,; v' v? DS —x.

Kontrahieren wir (2.5) mit g;; 3,’" so erhalten wir mit Riicksicht auf (2.7) das Re-
sultat o= —% Aus (2.5) folgen
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J — 5=1 J_ "D g
o e S d ok iy
und
(2.9) % = [2i;(Dy'—v" Do, +yy' + %) (D! —p? DS} +yv’ + 20",

Nun wenden wir das Lemma auf ;, an und setzen
04 := Dvi —v° DI 4y,
3 2 2 2

Nimmt man an, daB der zu v orthogonale Vektor 35 nicht zu dem durch b, auf-
gespannten Unterraum gehort, dann gibt es in dem von v v und ;'5 aufgespannten
Unterraum ein ;:5:=§‘+ av+aw mit geeigneten 2 icER, das orthogonal zu v und
v ist. Bezeichnet man die Lange des Vektors v mit % und den in dessen Richtung
zeigenden Einheitsvektor mit 2, 50 gilt

(2.10) xv' = Dv' —v" D&l +yv' + av' + av'.
a3 2 2 00 11

2
Zwecks Bestimmung von %, wenden wir den Operator ‘D auf die Identitit
g;j%)‘f:ﬂ an. Ahnlich wie bei der Bestimmung von a in der Formel (2.5) folgt
in Anbetracht der dort verwendeten Orthogonalitit sowie jener von »Y und v, v

(2.11) 8}‘13" D'gj = Sai lll" 3155?,
denn die Kontraktion von (2.10) mit g,j;:" ergibt 2=0. Aus der Identitéit gui:‘ ;,J=0
bekommt man auf dhnlichem Wege das Resultat x=% Aus (2.10) ergibt sich

i ap=1¢Pni DS i i
(2.12) vl =% (Dg ;:"Dé, +yv +32c{:).

3

Dieses Verfahren kann man fortsetzen, wenn die folgende Bedingung gilt:

Bedingung (B). 31?:= 512‘1—11;’1 551+ylv‘1, Ie{1, ...,n—1} liegt nicht in dem von
den Vektoren Uy e 0 aufgespannten Unterraum.
Fiir jedes /€{2,...,n—1} hat der Vektor v die Koordinaten

S, | i _ .r Bst i i
2.13) il (D:ti: 12156'4_71'11-'_1’—‘132)'
Der Wert des Kriimmungsskalars, der die Linge des Vektors in Klammern aus-
driickt, ist

G140 mley (g, - G DRI R 2 JOZ B N5, P

=11
Wird %c:O definiert, dann ist die Formel (2.13) auch fiir v giiltig. Fiir den

Vektor #:=Dé o — o Déj+y ¢!, der durch Anwendung des Lemmes auf v folgt,
n n—= n—= = n—
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gibt es eine Darstellung
n—2
(2.15) D' — " Déi+yv' + 3 ot =0.
n—1 n—1 n—=1 =9 k

Fiir die hier auftretenden, auf obige Weise bestimmten o, &, ..., %,_, bekommt
man die Werte ay=0,=...=a,_3=0 und a,_s= X Also ist

(2.16) ﬁz_“l— v 56‘+}'v‘ + % L-" =1

Man definiert x(s) als Null. Fiir die aus (2.4), (2.13) und (2.16) ausgedriickten
D iv‘ (k=0, ..., n—1) bekommt man das folgende Resultat

Satz 1. Im W—O, Raum gibt es ldngs der die Bedingung (B) befriedigenden
i
Kurve x'=x(s) das orthonormierte n-Bein 2,0y T [3:::7‘:—], fiir welches
die folgenden Ableitungs gleichungen gelten
{ i o = =
(2.17) 15% “v'l+kafu::u+v’56 )w k=0,..,n=1).

Diese Formeln driicken die invarianten Ableitungen der Vektoren des n-Beins
durch die Vektoren desselben Repers aus, und man kann sie als die Frenetformeln der
fundamentalen invarianten Ableitung D der kontravarianten Vektoren ansehen.
%o By e % sind die Kriimmungen der Kurve.

n=1

Im Riemann—Otsukischen Raum ist y=0 und so verschwindet das letzte
Glied der rechten Seite in (2.17). Im Riemannschen Raum ist Dé%=0, und dem-
nach bekommen wir erneut die bekannten Frenetformeln ([6], (100, 16)). Das
heiBt, die Formel (2.17) ist die Verallgemeinerung der klassischen Frenetformeln.
Beriicksichtigt man, daB im W—O, Raum nach (1.5) die Gleichungen Dv'= P} Dv*
und PP Dé3=Dé gelten, so folgt aus (2.17)

— pPi(— a - - i

(2.18) Dv P( x Vf 1+m+”‘+1 L4 )+r D6, 0s.
Dies kann man als die Frenetformeln der kontravarianten Vektoren des W—O,
Raumes ansehen.

2.2. Frenetformel mit bezug auf "D

§ 1. zeigt, daB es im W—O, Raum verschiedene Ableitungsoperatoren gibt.
Demnach wird man auch verschiedene Frenetformeln erwarten.

Im folgenden wenden wir die in der Formel (1.6) definierte Derivation wieder
auf die kontravarianten Vektoren an, das heiBt auf die Identitat g; JS'J %J =1. Nun

ist die Leibnitz-Formel giiltig und es ist ”Dg;;=2yg;;. Daraus folgt
30" Bl i wol) =
(2.19) gyt ("Dl +y) = 0

Das bedeutet, daB3 der Vektor v orthogonal zu dem Vektor § = ”53-.}.?5; ist. Hier

15 D
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tritt die invariante Ableitung des Kronecker-é nicht auf. Bezeichnet man die Linge
* * . : s = ’ . .
von {J mit %, dann lauten die Komponenten des Einheitsvektors B, der in die Rich-

tung von ;‘; zeigt
Ol e =107y 4 nyysd
(2.20) Pi=x"Y( Dg +72).

Die folgenden Berechnungen unterscheiden sich nicht von jenen, die beim Aus-
rechnen der Frenetformeln des Weylschen Raumes ([2], (§ 5)) auftreten.
Die Frenetformeln von ”D beziiglich der kontravarianten Vektoren lauten unter

der Bedingung, dal3 E:g, JE=0 und %=0 gelten,

(2.21) "Di =—x% '+ x o —y¢ 1=0,...,n—1.
! Ciea C iy 1

Fiir die Kriimmungsskalare gelten die Formeln
- AP - * = - ” =i * - =ivi1/2
(22) ol Ly D?j+’f :?-1+Tfj)( o i PR .
Wir werden beweisen, daB die Analogie zwischen den Frenetformeln beziiglich
’D und bzgl. ”D nicht nur in der Bauvart der Formeln besteht.

Satz 2. Die Frenetformeln (2.17) beziiglich der fundamentalen invarianten Ab-
leitung D, beziehungsweise die Freneiformeln (2.21) beziiglich der Ableitung "D werden
durch dieselbe Vektoren und Kriimmungsskalare befriedigt, das heifit

Y=
i

-

und :lc=2?. far 1=0,1,...,n-1.

Bewels. Wir werden die folgende Rekursion anwenden. Nach unserer Vor-
aussetzung ist g,-"::i-‘ (:%} GemiB (1.7a) erfiillen die auf den beliebigen Vektor
v angewandten Ableitungen ‘D und “D nach (1.5), (1.6) die Gleichung
(2.23) "Dv' = Dv' —vDé}.

Beachtet man, dal3 i‘; ein Einheitsvektor ist, und substituiert man das aus (2.23)
ausdriickte ”D':]r’ in (2.22) fir /=1, dann folgt

% = [g(Dy'— D5} +yr')(Dv! — v D!+ ye ).

Dieses ist nach (2.21) gleich dem %. Aus (2.22), (2.20) und (2.23) folgt ferner b=

1
Nehmen wir jetzt an, daB ?=? und J:C=;l¢ fiir alle /=p—1 gilt. Dann kann
man aus dem Ausdruck (2.14) fir %y sowie aus (2.22) und (2.23) erkennen daB3 f: f
ist. Aus (2.21) folgt
(2.24) F=x"'CDv + % & +y9).
P P p=1 p=1lp-1 ~p=1

& 2 » 4 i 5
Da nach unserer Annahme © = », ¢ = v, % = x_ gelten, zeigt die Relation
p—2 p—8 p-1 p-1 p-1 p-l1
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(2.23), daB die rechte Seite von (2.24) wegen (2.13) gleich 1 ist. Damit ist Satz 2

bewiesen.
Im folgenden wird der Stern iiber dem Krummungsskalar bedeuten, daB die

Ableitung “D angewendet wird. So folgt aus (2.24)

K A I O L i ! -
(2.25) o= % (Dlz_l-{-f:f g7 I=kann=1

11

wobei ¢ die mit Hilfe der Ableitung ”D ausgerechneten Koordinaten des Vektors v

sind (vgl mit (2.13)).

Aus (2.21) bekommt man aufgrund des Satzes 2 unter Beniitzung von "Dv'=
=P!”"Dv* die Frenetformeln der auf die kontravarianten Vektoren angewandten in-
var:'amen Ableitung "D in der Form

(226) "Dyt = P'(—;‘g v"+x £ —p; 1=0,..,n—1; =0.

l+ll+1

eX*
= X%

Diese Formeln unterscheiden sich von den bekannten Frenetformeln des Rie-
mannschen Raumes in der Multiplikation mit dem Tensor P/ und in dem aus der
Rekurrenz des metrischen Grundtensors folgenden Glied 'y:;".

3.8. Der kovariante Fall

Im W—O, Raum unterscheiden sich die invarianten Ableitungen der kovarian-
o

: ; dx
ten und kontravarianten Vektoren voneinander. Geht man statt 3)‘:=W von dem

kovarianten Vektorfeld Y :=gug" aus, so bekommt man den Verschiedenen inva-

rianten Ableitungen entsprechend neue und von den bisherigen etwas verschiedne
Frenetformeln. Wir griinden unsere weiteren Berechnungen auf die Tatsache, dal3
das im vorigen Paragraphen mit den Kontravarianten Vektoren konstruierte n-Bein
identisch ist mit dem auf dquivalente Weise fiir die kovarianten Vektoren bestimmten
n-Bein; der Beweis ist dem in [4] angegebenen dhnlich. Aquivalenz bedeutet hier,
daB die entsprechenden Vektoren der zwei m-Bein durch (3.1) verbunden sind.
Ausserdem befriedigen die verwendeten Vektoren wieder die Bedingung (B) des
vorigen Paragraphs.

Die Untersuchung beginnt wieder mit der Anwendung der invarianten Ab-
leitung ’D. Die oben beschriebenen Berechnungen werden wir nicht nochmals wieder-
holen. Geht man von (2.17) aus und wendet man die Identitit

(3.1) ll,“ — gu i:.l"

an, sowie die aufgrund (1.7a) geltende Leibnitz-Formel, die Relation (1.9) und eine
Kontraktion mit g;,, so bekommt man

(3.2) ' Dy,

15%
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(wo y in (2.1) definiert ist), das heiBt
L g e . T yY—ay r
(3.3 Dy, = F{( f,fi‘l"'a’ix,"f,‘,'”i') v, 0, Dy

Dies ist die Frenetformel des W—O, Raumes beziiglich der absoluten Ableitung ‘D
der kovarianten Vekioren.

Wir konnten, die durch die Formel (3.2) bestimmten Kriimmungsskalare mit
? bezeichnen. Die zwei Sterne bedeuten, daBl sie mit Hilfe der fundamentalen

invarianten Ableitung ‘D der kovarianten Vektoren bestimmt sind.

Letztens wenden wir die fundamentale invariante Ableitung “D an. Aus der
Formel (2.21), aufgrund des Satzes 2 und nach Einsetzen der rechten Seite von
(3.1), bekommt man

P . %
(34 Dy =R (—% v +% fi&ﬂi")

wobei dhnlich wie oben, die Gleichungen ”Dg"/=—2yg" und (1.7b) verwendet
wurden. Diese Formel wird man die Frenetformel von kovarianten Vektoren des
W—0, Raumes nennen.

Aufgrund des oben angefiihrten kénnen die in der Formel (3.4) auftretenden

Kriimmungsskalare mit *f* bezeichnet werden.

Bemerkungen. 1. Im Falle P/=4; unterscheidet sich weder die Formel (3.4)
noch der kovariante Teil der Ubertragung des W—O, Raumes (siche (1.1), (1.5),
bzw. (1.6)) von der Ubertragung des Weylschen Raumes.

2. Wir erhalten erneut die Frenetformel des Riemannschen Raumes, falls in
(3.4), (2.18), (2.26), (3.3) Pj=4j ist und y=0 gilt, also ein Riemannscher Raum
vorliegt.

3. Es ist moglich, aus jeder der Formeln (2.18), (2.26), (3.3), (3.4) die anderen-
herzuleiten, wenn man den Zusammenhang zwischen ko- und kontravarianten Vek-
toren und auch die Beziehung zwischen den invarianten Ableitungen ‘D und “D
herleitet und verwendet.
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