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Une méthode de construction
de plans en blocs de chainettes

By FRANCIS MAURIN (Paris)

Abstract. Handcuffed designs have been studied by HUNG and MENDELSOHN
and by J. F. LAwLEss. J. F. LAwWLESs applied a "difference method” in order to
construct handcuffed designs when the number v of elements of the set on which such
designs are built is a prime power. We generalize here the Lawless’s method in the case
when v is not necessarily a prime power.

1. Introduction

Les plans en blocs de chainettes (handcuffed designs) ont été intro-
duits par HUNG et MENDELSOHN dans [1].

J. F. LAWLESS a présenté dans [2] une méthode des différences pour
construire de tels plans lorsque le cardinal v de I’ensemble sur lequel ils
sont construits est une puissance d’un nombre premier.

Nous exposons ici une méthode de composition des ensembles des
différences de J. F. LAWLESS afin d’odtenir des plans en blocs de chainettes
lorsque v est un entier quelconque.

2. Définition et notations

Soit V' un ensemble tel que card V = v et soit B = {B,, B,,..., B}
un ensemble de blocs formés d’éléments distincts de V' tels que card
Bi=k<v, VYi=1,2,...,b. Notons B; = (a;1,8:2,+::+8i.%)-

A partir d’un tel bloc dans lequel les éléments sont ordonnés, nous
pouvons former un ensemble de (k — 1) 2-parties de V:

B;* = {{ai,l,ai,z},--- s SO ht s 558 {ai,k-l,as,k}}

Si chaque élément de V se trouve dans exactement r blocs et si chaque
2-partie de V se trouve dans exactement A ensembles de 2-parties tels que
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B;*, nous dirons que B est un plan en blocs de chainettes de parameétres
v,k et A que nous désignerons par (v, k,A) - HD.

Il est alors facile de montrer que le nombre b de blocs, r et u nombre de
blocs qui contiennent un élément donné a 'intérieur d’un bloc (c’est-a—dire

soit en 28™¢ soit en 3°™¢, ..., soit en (k — 1)*™® position) sont:
_Av(v-1)

@ A1)
_Ak(v-1)

(n )
_A(v-1)(k-2)

tE o 2(k-1)

Les conditions (I), (II) et (III) sont donc nécessaires pour qu’il existe
un (v, k,A) - HD.

3. La méthode de J. F. Lawless

Soit une suite ordonnée d’élements appartenant a un module

M : (ay,az,...,ax). Nous appellerons différences da droite la suite :
(az —ay), (a3 — az), ..., (ax — ax—1) et différences d gauche la suite :
(a1 —a2), (a2 —a3), ..., (@k—1 —az).

Théoréme. Soit un module M tel que card M = v. Si 'on peut
trouver m blocs B,,B,,..., B,,, a l'intérieur desquels il n’y a pas de
répétition, de taille commune k, tels que parmi les 2m(k — 1) différences
a droite et a gauche que l'on peut former a partir de chaque bloc, cha-
cun des v—1 éléments différents de 0 se trouve A fois, alors ’ensemble
B={B;+0;Vi=1,2,....m et VO € M} est un (v,k,\) - HD.

Nous remarquons que, pour pouvoir appliquer le théoréeme de Lawless,
A(v-1

il faut que m = 2—((1_—1} soit entier. On sait déja que, lorsque (I), (II) et
(ITI) sont satisfaites, n =r —u = ‘—\-&"_—'11—) est entier; si v est impair, b = Jv
entraine que n est pair et donc m est entier; mais si v est pair, on est obligé
de supposer que i(;"_;lll est pair.

Dans la suite, nous appellerons les m blocs By, Bs, ..., B, qui satis-

font aux conditions du théoréme précédent " ensemble complet de (v, k, ))
~ blocs de Lawless construit sur M”.
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4. Construction de plans en blocs de chainettes
l

sur un ensemble de cardinal v = [] p;"™
=1
(pi nombre premier et n; nombre entier)

Théoréme 1. S’il existe un ensemble complet de (v, k, ) — blocs de
Lawless construit sur un groupe G; et un ensemble complet de (v, k, )
— blocs de Lawless construit sur un groupe G2, alors il existe un ensem-
ble complet de (vy vz, k,A) — blocs de Lawless construit sur un groupe
G = G] X GQ.

Aussi bien pour G; que pour G3, nous employons ici la notation ad-
ditive pour les lois de composition de groupe.

Soit B;, = (ai,i,,82,iys---, @k, ) un bloc de I'’ensemble complet de
(vi,k,A) — blocs de Lawless construit sur G;. A partir de B;,, nous con-
struisons, pour z € G2, les blocs

B;,,: = ((01‘51,0), (02.51 ) :L'), ceey (a.f.l'n's}'x)! bwd g (ak.il ) Ekx))
ou g;x = z si j est pair et ;2 = 0 si j est impair.
Un tel bloc B;, . fait apparaitre les différences a droite
(az,i, — a1,y » @), (@30, — a2,y » =), .-, (Qk,iy — Gk—1,i, , (—1)*z)

et les différences a gauche

(G105 5 =2) s (0345 = 055 5 B, + v [ON-13 — O » (-—1)"_13)

Si x est d’ordre 2, 'ensemble de ces différences a droite et a gauche
décrit, lorsque ¢, varie de 1 a m;, exactement A fois ’ensemble des élements
différents de (0, z) qui appartiennent a la classe (G, z) de G, dans G xG,.

St z n’est pas d’ordre 2, B;, _, fait apparaitre les différences a droite

(az,iy — @1,iy, —2), (@35, — @2,i,,2), -+, (Qkiy — Ak=1,iy,(—1)FF'2)

et les différences a gauche

(a1, — @2,i,,%), (@2,i; — 3,0y, —2) 4 - -+, (Qk=1,i, — Gk i, (—1)*2)

Si bien que, lorsque i; varie de 1 a m,, ’ensemble des différences
a droite et a gauche des blocs B;, , et B; _, décrit exactement A fois
I'ensemble des éléments différents de (0,z) de (G;,z) et I'ensemble des
éléments différents de (0, —z) de (G,, —z).
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Finalement, lorsque z décrit Gy, {B;, . ; Vi1 =1,..., my, Vz € G}
nous fournit, lorsque I'on forme les différences a droite et a gauche de ces
blocs A fois les éléments de (G, 0) différents de (0,0) et A fois les éléments

de chaque classe (G;, z) différents de (0, z).
A partir de B;, = (ai,,,...,ak,,) bloc de 'ensemble complet de
(v2,k,A) — blocs de Lawless construit sur G2, nous formons

BO,!': = ((0!‘31;1':)1 seey (Oa ak,i,))-
Nous constatons alors que

{Bo,iy,Biy,z ; Yiz=1,...,mg, Vi; =1,..., m,, Vz € G,}

est un ensemble complet de (vyv,,k,A) — blocs de Lawless construit sur
G; X G3. Le nombre de blocs de cet ensemble est

Avg (vg — 1) Alvg —1) e /\(U]‘vz -1)
2(k—1) 2(k—-1)  2(k-1)

Théorém 2. Supposons que v admette la décomposition en facteurs

premiers v = [[ p;" et que k < p;™, Vi=1, ..., I

=1
si v est impair, il suffit que ’\"‘2‘ ('_'_",'_1 ; T’)_Mz(m—.l_l) et ‘\(k_;()k(f‘ly'-l)
soient des nombres entiers Vi = 1, ..., | pour que 'on puisse construire
un (v,k,A) - HD

Api"i(pi™i=1)  Ak(pi™i=1) A(k=2)(p:i"i=1)

si v est pair, il suffit que = TR 3 (k=1) et
%‘%}— (en supposant que p; = 2) soient des nombres entiers Vi =
1, ..., I pour que 'on puisse construire un (v,k,A) - HD.

En effet, si v est impair, Lawless a démontré que les conditions énon-
cées sont suffisantes pour qu'’il existe des ensembles complets de (p;™', k, A)
— blocs de Lawless construits sur des corps de Galois C;. Le théoréme 1
appliqué (I — 1) fois permet alors de construire un ensemble complet de

1
(II pi™, k, A) — blocs de Lawless construit sur C; x C3 X... x C}, ensemble
i=1
[
qui donne naissance a un ( [[ pi™, k,A) - HD.
i=1
Dans le cas ou v est pair, la méthode de construction est la méme

que dans le cas ou v est impair mais, comme nous ’avons déja remarqué
a la fin du paragraphe 3, on est alors obligé de supposer que ﬂzhl_—;;) est

entier.
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