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Die Projektivitaten und Antiprojektivitaten
der Quaternionengeraden

Von HANS HAVLICEK (Wien)

1. Einleitung

1.1. In zwei ausfiithrlichen Artikeln [10], [11] beschéftigt sich L. GYAR-
MATHI mit den Projektivitdten und Antiprojektivitadten der projektiven
Geraden ¢ iiber den reellen Quaternionen; vgl. auch [9]. Dabei wird
unter anderem gezeigt, dafl jede Projektivitdt von ¢ wenigstens einen
Fixpunkt hat, und es wird eine Einteilung der Projektivitdten und An-
tiprojektivitaten nach der Anzahl ihrer Fixpunkte angegeben. Allerdings
werden bei den parabolischen Projektivitdten und Antiprojektivitdten (sie
sind durch die Existenz genau eines Fixpunktes gekennzeichnet) nicht alle
Falle erfaft.

Ziel dieser Note ist es, eine Klassifikation der Projektivitaten und An-
tiprojektivitdaten von ¢ bis auf projektive Aquivalenz anzugeben und einige
Ergebnisse iiber parabolische Projektivitaten und Antiprojektivitaten aus
[10], [11] richtigzustellen.

1.2 Es soll an dieser Stelle noch auf zwei alternative Beweismoglich-
keiten des in 1.1 erwahnten Fixpunktsatzes fiir Projektivitaten der Quater-
nionengeraden hingewiesen werden:

In jeder desarguesschen projektiven Ebene £ ist die Bestimmung der
Fixpunkte einer nichtidentischen Projektivitat II einer Geraden ¢ C &
aquivalent zur Ermittlung der Schnittpunkte von ¢ mit einem nicht ent-
arteten Kegelschnitt!: Wihlt man zwei Punkte a,b € £\ ¢ derart, dafl ihre
Verbindungsgerade a V b keinen Fixpunkt von II tragt, so ist mit z € ¢ die

1Vgl. [4] sowie die Literaturiibersicht in [12].
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Abbildung (a V z) +— (b V 2'!) eine Projektivitit des Geradenbiischels um
a auf das Geradenbiischel um b; diese Projektivitéit erzeugt den gesuchten
nicht entarteten Kegelschnitt. In [14, 53], Satz 3.2, zeigt W. KRUGER, daf}
insbesondere in der projektiven Ebene iiber den reellen Quaternionen jede
Gerade mit jedem nicht entarteten Kegelschnitt wenigstens einen Punkt
gemeinsam hat. Daraus folgt unmittelbar die Giiltigkeit des Fixpunkt-
satzes.

In [18, 394], Corollary 3, werden von J.B. WILKER jene automorphen
Kollineationen der Einheitshypersphire S"~! des projektiv abgeschlosse-
nen n-dimensionalen euklidischen Raumes untersucht, die auf S”~! fix-
punktfrei operieren. Es wird gezeigt, dafl jede solche Kollineation unter
einer automorphen Kollineation von S"~! in eine automorphe Kongruenz
von 8"~ ! transformiert werden kann. Da jede Transformation der eigent-
lich orthogonalen Gruppe O (5, R) den Eigenwert 1 besitzt, und Projek-
tivitdten der Quaternionengeraden den gleichsinnigen automorphen Kol-
lineationen der S* entsprechen, ergibt sich erneut die Giiltigkeit des Fix-

punktsatzes.

1.3. Wir schreiben im folgenden H fiir den Schiefkérper der Quater-
nionen iiber den reellen Zahlen und beziehen diesen wie in [10], [11] auf die
Basis {1,1, 7, k} iber dem Korper R der reellen Zahlen. Mit R™ bezeich-
nen wir sowohl einen n-dimensionalen euklidischen Vektorraum als auch
den euklidischen affinen Raum iiber diesem Vektorraum. Verwechslungen
sind nicht zu befiirchten. Fiir einen Untervektorraum U von R" sei Ut
jener zu U orthogonale Untervektorraum von R, fiir den R® = U + U+
gilt. Es ist H = R* ein euklidischer Vektorraum und damit auch ein eu-
klidischer affiner Raum, wenn wir {1, 7, j, k} als Orthonormalbasis von H
ansehen. Bei einer Abbildung © verwenden wir die Bezeichnungen fix(©)
fiir die Menge der Fizelemente von © und im(0) fiir die Menge der Bildele-
mente von ©. Die weiteren Bezeichnungen und Begriffsbildungen folgen
weitestgehend [10] und [11]. Insbesondere sei z die zu z € H konjugierte
Quaternion und ¢ := H U {oco} die projektive Quaternionengerade (vgl.
auch [1,329-334]), die wir oft als 4-dimensionalen reellen Mébiusraum auf-

fassen.
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2. Klassifikation der Projektivitaten und Antiprojektivitaten

2.1. Fir jedes Tripel (A\,p,%) € RT x R x R bzw. jedes Paar
(A, %) € RT x R ist die Abbildung

(1) zw— )\(cos(go—i—zb)—f—isin(go—l—z/)) )z(cos(cp—q/)) +isin(gp—1/)))

bzw.
(2) z — A(costp + isin)z(cosp — isiny)

eine Projektivitat bzw. Antiprojektivitdt von ¢ mit wenigstens zwei Fix-
punkten, nédmlich 0 und oo; vgl. auch [7,10], [16,72-74]. In jedem Fall
sind die beiden orthogonalen 2-Sphiren? durch 0, 1,4, 00 und 0, j, k, oo als
Ganzes fest; bei einer Antiprojektivitét (2) sind zusétzlich die Kreise durch
0,1, 00 und 0,4, co invariant. Die Abbildungen (1) und (2) sind in anderer
Schreibweise aus der Klassifikation der Gruppe GO(4,R) wohlbekannt:
Beziiglich der geordneten Orthonormalbasis (1,14, j,k) von H besitzt die
Einschrankung von (1) bzw. (2) auf H die Koordinatemnatrix

cos2¢p —sin2p 0 0
sin2¢p  cos2p 0 0
(3) A 0 0 cos2y) —sin2y
0 0 sin2y  cos 2y
bzw
1 0 0 0
() A\ 0 -1 0 0

0 0 cos(m+2¢) —sin(m+ 2¢)
0 0 sin(m+2¢) cos(m+2¢)

Fiir Sonderfélle von (1) und (2) siehe [10], [11]. Der Fall einer nicht-
identischen Projektivitit IT mit A = 1, ¢ = 4 (mod 7) wird—auf H = R*
eingeschriankt—in der Literatur oft erwdhnt, da er unter anderem mit den
dquiangularen (isoklinen) Ebenen in R*, dem Cliffordschen Parallelismus
und der Hopf-Fibration zusammenhéngt. Vgl. etwa [2], [3], [8,254], [13]3,
[15,196], [16,73-74].

Ist umgekehrt eine Projektivitat oder Antiprojektivitdt von ¢ mit
wenigstens zwei verschiedenen Fixpunkten gegeben, so kann diese nach
Ergebnissen in [11,101-102] stets unter einer Projektivitdt von ¢ auf eine
der Normalformen (1) bzw. (2) transformiert werden. Eine solche Nor-
malform ist jedoch nicht notwendig eindeutig bestimmt, wie die folgenden

Uberlegungen zeigen.

2Diese werden in [10], [11] als Ketten 2. Grades bezeichnet.
3In der angegebenen Arbeit von W. Jank finden sich auch weitere Hinweise zur darstel-
lend-geometrischen Behandlung des 4-dimensionalen euklidischen Raumes.
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Satz 1. Zwei durch Tripel (As, ¢, ¥x) € RT X R x R vermdige (1)
gegebene Projektivititen 11, (k = 1,2) sind genau dann projektiv dquiva-
lent, wenn eines der Tripel

()\170 + ©1,0 i¢1)7 ()‘170 :tw170- + 901)7
()‘1_170 + $1,0 iwl)v ()‘1_170 :|:¢1,0' + 901)

gleich (Aa, p2,19) ist. Zwei durch Paare (\s, %) € RT x R vermage (2)
gegebene Antiprojektivitdten 11, (k = 1,2) sind genau dann projektiv

mit o = pum, p €7

aquivalent, wenn eines der Paare
(6) (A,oE+91), A\ Yo+ mit o= pun, p€Z
gleich (Ag, 1)) ist.

BEWEIS. (a) Transformieren wir die Projektivitat II; unter solchen
Projektivitaten, die sich aus den Projektivitaten z — —izk, z — —kzj

bzw. z +— z71

zusammensetzen lassen, so besitzen die transformierten Ab-
bildungen wieder die Bauart (1), wobei genau die Tripel aus (5) auftreten.

Sind die Projektivitaten 1I; und I, projektiv adquivalent, so gibt es
eine Projektivitit A : ¢ — ¢ mit II, = A7'II;A. Wir definieren Punkte
a,b € ¢ durch a® = 0, b® = 0o. Je nachdem ob a = 0o bzw. b = oo bzw.
a,b # oo gilt, transformieren wir II; unter einer Projektivitat A; : ¢ —
q mit 2 — (2 —b)"! bzw. z — 2z —a, bzw. z — (z —b)"! — (a —
b)~!. Dann hat II3 := Al_lﬂlAl wegen 0,00,a,b € fix(Il;) die Bauart
(1) mit einem Tripel (A3, 3,%3), das in (5) genannt wird. Da nun die
Ahnlichkeit IIo|H aus II5|H durch Transformation unter der gleichsin-
nigen Ahnlichkeit (AT'A)[H hervorgeht, folgt iiber die (gegebenenfalls
komplexen) Eigenwerte der zu II3|H und II3|H gehorigen Matrizen (3)
dann entweder (A2, w2,1%2) = (A3,0 £ @3,0 + 13) oder (A2, p2,19) =
()\3, o=+t wg, o+t g03)

(b) Transformieren wir die Antiprojektivitat II; unter solchen Pro-
jektivitaten, die sich aus den Abbildungen z — —jzj und z — z7!
erzeugen lassen, so erhalten wir Normalformen (2) mit genau den in (6)
angeschriebenen Paaren. Die restlichen Uberlegungen sind wie in Beweis-

teil (a). O

2.2. Zur Bestimmung von Normalformen fiir parabolische Projek-
tivitdten und Antiprojektivitdten zeigen wir zunachst einen
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Hilfssatz. Jede fixpunktfreie Ahnlichkeit Q des n-dimensionalen eu-
klidischen Raumes R™ (n > 1) besitzt eine eindeutige Darstellung der
Form

(7) Q =Ty,

wobei I' eine Kongruenz von R™ mit fix(T") # () und X eine Schiebung von
R"™ mit fix(T)® = fix(T') bezeichnet. Sind umgekehrt eine Kongruenz T'
von R™ mit einem Fixpunkt f und eine Schiebung ¥ von R"™ (z +— z + s)
gegeben, so ist I'S genau dann fixpunktfrei, wenn s ¢ (fix(T') — f)* erfiillt
ist.

BEWEIS. Nach Proposition 9.5.2 in [2,220] ist eine fixpunktfreie Ahn-
lichkeit in R™ stets eine Kongruenz. Dann liefert Theorem 9.3.1 in [2,207]
die Existenz und Eindeutigkeit von (7).

Liegt umgekehrt mit I'YX) eine Kongruenz von R"™ der angegebenen
Art vor, so gilt fix(T'Y) = () genau dann, wenn z # 2' + s fiir alle z € R®
erfiillt ist. Das ist zu —s ¢ im(I" — I) &quivalent, wobei I die Identitdt in
R™ bezeichnet. Wegen 0 = fI'~!ist der affine Unterraum im(I" — 1) sogar
ein Untervektorraum von R"™, und zwar (fix(T') — f)+. O

Nun kehren wir zur eigentlichen Fragestellung zuriick.

Satz 2. Fiir alle ¢ € R ist

(8) 2+ (cost +isint)z(costp —isiny) + 1
bzw.

9) z +— (costp + isin)zZ(cosy —isiney) + 1

eine parabolische Projektivitat bzw. Antiprojektivitat der Quaternionen-
geraden q. Ist umgekehrt 11 : ¢ — q eine parabolische Projektivitat bzw.
Antiprojektivitét, so gibt es eine Projektivitit A so, da8 A—'IIA die Nor-
malform (8) bzw. (9) besitzt.

Zwei durch Zahlen v,, € R vermdge (8) bzw. (9) gegebene Projek-
tivitdten bzw. Antiprojektivitdaten Il (k = 1,2) sind genau dann projek-
tiv aquivalent, wenn eine der Zahlen

(10) oty mito=punr, p€Z
gleich 1, ist.

BEWEIS. (a). Nach dem Hilfssatz hat jede Abbildung (8) bzw. (9)
auBer oo keinen Fixpunkt.*

4Die Einschrinkung der Abbildung (8) auf H = R* wird etwa in [15,146] untersucht
und dort screw motion genannt. Demgegeniiber bezeichnen andere Autoren, wie etwa
W. Wunderlich in [19], die durch (1) bestimmten Bewegungen als Schraubungen.
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(b) Ist eine parabolische Projektivitdt oder Antiprojektivitéat II: g —
q gegeben, so konnen wir Il derart unter einer Projektivitat A; : ¢ — ¢
transformieren, dafl AflﬂAl den Fixpunkt oo hat, und fiir die Darstel-
lung von AJ'IAH =: Q = 'S gemiB (7) gilt 0 € fix(I'). Mit den
Bezeichnungen des Hilfssatzes folgt dann 0 # s € fix(I'). Es gibt eine
Projektivitit Ay : ¢ — ¢ so, daB einerseits As|H eine Ahnlichkeit mit
Fixpunkt 0 ist, die s in den Punkt 1 € H iiberfiihrt, und andererseits
(A2|H)"IT'(As|H) die Matrixdarstellung (3) bzw. (4) mit A = 1 hat. Fiir
eine Projektivitét I gilt in (3) weiters ¢ = 0 (mod 7). Wir erhalten somit
durch Transformation von IT unter A;As die gewilinschte Normalform.

(¢) Die Aussage iiber die projektive Aquivalenz von II; und Il ergibt
sich aus den Uberlegungen in Satz 1, wenn wir II;|[H und II,|H je als
Produkt einer Kongruenz mit Fixpunkt 0 und der Schiebung z +— z + 1
darstellen. [

Die parabolischen Projektivitdten mit ¢ = 0 (mod 7) gehoren zu den
schon von J. BILO [5,45], [6,22] untersuchten elementaren Projektivititen.
Diese lassen sich nach Einbettung von ¢ in eine projektive Ebene iiber H
als Produkt von hochstens zwei Perspektivitaten darstellen. Vgl. auch G.
PickERT [17,3]. Die Abbildungen (8) und (9) mit ¢ # 0 (mod ) werden
in [10], [11] nicht betrachtet.

2.3. Sollen fiir drei paarweise verschiedene Punkte f,a,b € q alle
parabolischen Projektivitdten bzw. Antiprojektivitdten mit Fixpunkt f
und a — b ermittelt werden®, so kénnen wir f = oo voraussetzen, da die
Projektivitatengruppe von q transitiv auf q operiert. Der Hilfssatz gibt
dann an, wie man alle gesuchten Abbildungen als Produkt einer geeigneten
gleich- bzw. gegensinnigen Kongruenz I' von H mit a € fix(I"') und der
festen Schiebung ¥ : H — H, 2z — z + (b — a) erhélt. Die jeweiligen
Abbildungen I'Y sind dann noch durch oo — oo auf ganz q fortzusetzen.
Man erkennt leicht, dafl alle parabolischen Projektivitaten von ¢, die einen
festen Punkt f festlassen, gemeinsam mit der Identitdt von g keine Gruppe
bilden.

2.4. Zum Abschlufl geben wir noch eine Verfeinerung der in [11],
Formeln (8.1) und (8.5) angegebenen Normalformen fiir fixpunktfreie An-
tiprojektivitdaten an.

5Die Ergebnisse in [11,100] sind unvollstéindig.
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Satz 3. Fiir alle Paare (¢,9) € R x R mit ¢, # 0 (mod) ist

(11) =2 r—>( cos(p + ) +isin(p + ) ) z~1 ( cos(p — ) +isin(p — 1) )

eine fixpunktfreie Antiprojektivitat der Quaternionengeraden q. Ist um-
gekehrt Il : ¢ — q eine fixpunktfreie Antiprojektivitat, so gibt es eine
Projektivitit A so, da8 A7'IIA die Normalform (11) besitzt.

Zwei durch Paare (¢, 7x) € R X R mit ¢, 1%, #Z 0(modn) vermdge
(11) gegebene Antiprojektivitdten I1,, (k = 1,2) sind genau dann projektiv
aquivalent, wenn eines der Paare

(U + $1,0 + 1/}1)7 (U i¢170 + 801),

12 oFenotwn), (0,0 @)

mit o = um, p €7

gleich (p2,19) ist.

BEWEIS. (a). Die Antiprojektivitdt (11) vertauscht 0 mit oo und
fithrt jede Hypersphare um 0 mit Radius p in eine konzentrische Hyper-
sphire mit Radius p~! iiber. Auf der Einheitshypersphire um 0 gibt es
keinen Fixpunkt wegen ¢, # 0 (mod m). Also ist (11) fixpunktfrei.

(b) Nach [11,102] besitzt jede fixpunktfreie Antiprojektivitat II ein
vertauschbares Punktepaar. Mittels einer geeigneten Projektivitat Aq :
g — ¢ konnen wir daher erreichen, daf Al_lﬂA die Punkte 0 und oo
vertauscht.

Unter Al_lﬂA geht 1 in eine Punkt a € H tiber. Es sei a jene positive
reelle Zahl, fiir die o* = Norm(a) = aa gilt. Wir transformieren A;'TIA;
unter der Projektivitit Ay : ¢ — ¢, z — a~1'z. Schliefllich sei A : ¢ —
q, z — z ! die Inversion an der Einheitshypersphire um 0 und II' :=
AAZYATITIA| Ay, Dann ist I[H wegen Norm(a™') = o2 eine gleich-
sinnige Kongruenz von H, die nur den Fixpunkt 0 hat, da II fixpunktfrei
ist. Das ergibt mit (1) die gewiinschte Normalform (11); vgl. die Formeln
(8.1) und (8.5) in [11].

(¢) Transformieren wir die Antiprojektivitat II; unter solchen Pro-
jektivitaten, die sich aus den Projektivitaten z — —izk, z — —kzj bzw.
2z +— 2z~ ! zusammensetzen lassen, so besitzen die transformierten Abbil-
dungen die Bauart (11), wobei genau die Paare aus (12) auftreten.

Sind die Antiprojektivitaten IT; und Ils projektiv dquivalent, so gibt
es eine Projektivitit A : ¢ — ¢ mit Iy = AT A, Es sei I, := AIlL,,
wo A die Inversion an der Einheitshypersphare um 0 bezeichnet. Wir
definieren a,b € ¢ durch a® = 0, b® = co. Dann vertauscht IT; die Punkte
a und b.
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Fall 1: Fiir a € {0,000} bleibt die Einheitshypersphére um 0 unter A
fest. Damit gilt A = A7TAA und 11, = AT} A; mit Satz 1 folgt die
Behauptung.

Fall 2: Fiir a ¢ {0, 00} hat die offene Halbgerade a - R™ mit der Ein-
heitshypersphare um 0 genau einen Punkt a; gemeinsam. Es vertauscht
I} die Punkte a; und b; := a?l # ay. Wiére {0,a1,b1} ein Dreieck, so
ergibe die Einschrankung von IT] auf die Ebene des Dreiecks eine Geraden-
spiegelung im Widerspruch zu fix(IT}) = {0,00}. Daher folgt b; = —ay,
und mindestens eine der beiden Winkelzahlen ¢ oder v ist kongruent 7
modulo 7. Fiir ¢ # 7 (modm) transformieren wir IT; unter der Projek-
tivitdt Ay : ¢ — ¢, z — —izk, was in (11) blof§ einer Vertauschung von
¢ mit 1) entspricht; bei ¢ = 7 (modn) sei A; die Identitdt auf gq. Wir
setzen Il := A1_1H1A1. Weiters sei Ay eine Projektivitdt von ¢, deren
Einschrankung auf H eine Drehung um die Ebene 0V j V k ist, wobei
a := a®1?2 ¢ R erfiillt sei. Dann ist A2_1H3A2 = II3. Die involutorische
Projektivitat

Az:q—yq, 2 (—z+a)(laz+ 1)

leistet o +— 0, —a~! + oo und (nach kurzer Rechnung) A§1H3A3 = I15;

vgl. das Abbildungsdiagramm. Da bei Transformation unter

Az Az Ay A
q q q q q

HSJ, II3 lHQ

q q q
Az Ag AN A

I3 Ty

%
<—
(_

A3 1A2_ 1A1_1A einerseits 0 in 0 und andererseits I3 in Il {ibergeht, folgt
nun wie in Fall 1 die gewtlischte Aussage. [
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