LEOPOLD FEJER
In memoriam"

9.2. 1880 — 15.10. 1959

1. LEopoLD FEJER, einer der grofiten und epochemachenden Mathema-
tiker der ersten Halfte des XX-sten Jahrhunderts wurde am 9-ten Februar
des Jahres 1880 geboren, wiére also heute achtzig Jahre alt. Er ist aber am
15-ten Oktober des Jahres 1959, am fiinfzehnten Jahrestag des nationalsozia-
listischen Putsches in Ungarn, an dessen Folgen er so tragisch gelitten hat,
nach langem Leiden gestorben. Ich glaube, nicht nur wir, seine unmittelbaren
Schiiler, die in ganz Ungarn und in aller Welt verstreut wirken, fiihlen es
so, dab mit ihm ein Zeitalter ins Grab stieg. Jene Disziplin der mathemati-
schen Analysis, die er vor 60 Jahren aus ihrer scheinbar abgeschlossenen
Starrheit zu einem prichtigen und erfolgreichen Leben und Entwicklung er-
weckte, hat sich seither unter seinem stindigen Mitwirken und EinfluB zu
einem bliithenden und viele bedeutende Friichte tragenden Zweig des Bau-
mes der neuzeitigen Mathematik entwickelt und gilt schon lange als klas-
sisch. Die Wirkung der Personlichkeit und der Tatigkeit von L. FEJER reichte
aber weit iiber die Grenzen seines ohnehin sehr weiten Interzssengebietes
hinaus, der Zauber seiner Personlichkeit, seines reizenden Humors, die aulier-
ordentliche Eleganz seiner Gedankenginge beeinfluBte die menschliche und
mathematische Tatigkeit aller seiner unmittelbaren und mittelbaren Schiiler.
— Man fragt oft, wie es moglich ist, dall ein so kleines Land wie Ungarn
eine so bedeutende Rolle in dem internationalen mathematischen Leben spielt.
Dies wird unter anderen eben durch die Wirkung von L. FEJér erklérlich.
Er hatte ein ganz einzigartiges Talent mit Wort und Schrift einen regen,
wimmelnden mathematischen Kreis um sich zu schaffen, wo Forscher in un-
formalem, freundschaftlichem Zusammenwirken und Wetteifern sich gegenseitig
spornend, den Fortschritt der Mathematik forderten. Diese Wirkung konnte er
wdhrend seines ganzen Lebens ausiiben, so dall mehrere Generationen seiner
Schiiler in aller Welt die Mathematik forderten und fordern.

1) Vortrag gehalten am 9.2. 1960 an der Gedenksitzung der Debrecener Abteilung
der J. Bolyai Mathematischen Gesellschaft.
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Sein Leben war einfach, wie seine Personlichkeit. Er hat seine Mittel-
schulen in seiner Geburtsstadt Pécs absolviert, danach einen Preis an dem
in 1894 gegriindeten mathematischen Konkurs fiir Maturierte gewonnen. Er
studierte erst an der technischen Hochschule, dann an der Universitit von
Budapest, fand hier noch als Student seinen grundlegenden, klassisch gewor-
denen Satz iber die Summabilitit der Fourier-Reihen stiickweise stetiger
Funktionen [2],*) und promovierte in 1902 ebenda mit der Arbeit [5] tiber
denselben Gegenstand. Das akademische Jahr 1899—1900 verbrachte er in
Berlin, wo er in dem Seminar von HERMANN AMANDUS SCHWARZ Freundschaft
fiir das ganze Leben mit dem Leiter selbst, sowie mit C. CARATHEODORY und
E. ScumipT, spidter mit E. LANDAU und I. SCHUR schlofi. Dann folgten in
1902—1903 Besuche in Gottingen und Paris (Verbindung mit D. HILBERT,
R. FUETER, E. BOREL und anderen) und in den foigenden Jahren wieder in
Deutschland, hauptsdchlich in Gottingen und Berlin. Er begann seine Lehr-
tatigkeit an der Universitdit von Budapest in 1903, wurde Assistent von
L. SCHLESINGER in 1905 an der Universitit von Kolozsvar (=Klausenburg=
Cluj), wo er noch in demselben Jahre habilitierte und in 1911 zum ao. Pro-
fessor ernannt wurde. Noch in demselben Jahre wurde er ord. Professor an der
Universitdt in Budapest, wo er abgesehen von kiirzeren Besuchen im Ausland
bis zu seinem Tode lebte und wirkte, viele Einladungen an ausldndische
Universititen ablehnend, obwohl hier die immer schlimmer werdende politi-
sche Lage ihm die Wirkungsmoglichkeit und sogar das Leben immer stirker
bedrohte bis am Weihnachtsabend von 1944 nur sehr wenig fehlte, dafi er
um sein Leben kam. Er hing an seiner Heimat nicht mit groffen Worten,
sondern mit Gefiihlen und Taten. Ebenso stark hing er auch an seinem
Berufe; er unterrichtete ununterbrochen bis zu der Erkrankung, die seinen
Tod verursachte.

LeopoLD FEJER war Mitglied der ungarischen Akademie der Wissen-
schaften, Ehrenmitglied der Géttinger und der Miinchener Akademie und der
Polnischen Akademie der Wissenschaften, sowie der Calcutta Mathematical
Society, Ehrenvorsitzender der J. Bolyai Mathematischen Gesellschaft, Doctor
honoris causa der Universitit Budapest und der Brown University (Provi-
dence), Redaktionsmitglied der Mathematikai és Physikai Lapok, der Acta Math.
Acad. Sci. Hung., der Annales Univ. Budapest, der Rendiconti Circ. Mat.
Palermo und der Mathematischen Zeitschrift, Vice-President des Internatio-
nalen Mathematischen Kongresses in Cambridge (England) in 1912 usw. Er
erhielt den Kossuth-Preis (Nationalpreis) und andere hohe Auszeichnungen.

In seiner Bescheidenheit und seiner Liebe zu der Mathematik und zu

2) Zahlen in Klammern verweisen auf das Schriftenverzeichnis am Ende dieses Auf-
satzes.
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den Mathematikern, die ihm nahe lagen, hatte er aber mehr Freude an seiner
wissenschaftlichen Arbeit und an seinen Schiilern als an allem #uferen De-
korum. Fiir die Wirkung seiner Forschungs- und Unterrichts—Tatigkeit einer-
seits, und fiir die kulturellen und wissenschaftlichen Verhiltnisse Ungarns im
vergangenen Zeitalter andererseits ist es charakteristisch, dall seine Schiiler
in der ganzen Welt verstreut als leitende Mathematiker wirkten und wirken.
Einmal wurden sogar in derselben Woche zwei Schiiler von FEJER in zwei
fremden Ldnder Ordinarii. (,,Das kam aber nicht in jeder Woche vor” war
sein eigener humorvoller Kommentar hierzu.)

Aufier den heute in Ungarn arbeitenden Mathematikern, die fast alle
seine unmittelbaren oder mittelbaren Schiiler sind, seien hier nur die Namen
solcher Schiiler von ihm, wie P. CsiLLAG, E. EGERVARY, P. ERDOS, M. FEKETE,
G. GRUNWALD, A. HAAR, F. LUKACS, J. NEUMANN, ]. PAL, G. PoLya, T. RADO,
M. Riesz, S. SipoN, O. SzAsz, G. SzeGO und J. SZOKEFALVI-NAGY genannt.
Die Wirkung seiner Ideen reicht noch viel weiter; im Schriftenverzeichnis
des vorliegenden Aufsatzes trachtete ich eine kleine und natiirlich sehr un-
volistindige Auswahl einiger sich unmittelbar den Ergebnissen und Ideen
von L. FEJER anschlieBenden Arbeiten zu geben.

Die Reiche des mathematischen Schaffens von L. FEJER macht es natiir-
lich gdnzlich unmoglich, sein wissenschaftliches Werk auch nur einigermafien
vollstidndig hier zu besprechen. Es mangelt dazu erstens an Raum, zweitens
an Kompetenz des Unterzeichneten; drittens gibt es noch immer nicht-pub-
lizierte Manuskripte von L. FEJER, besonders seine grolie und inhaltsreiche
Korrespondenz, deren Bearbeitung erst jetzt beginnen wird; viertens hat er
viele Ideen nicht selbst publiziert, sondern seinen Schiilern {iberlassen, die
sie weiterentwickelten und fiinftens kann man die Wichtigkeit vieler seiner
Ergebnisse erst an ihrer Wirkung abmessen, das sich ihm anschlieflende
Schrifttum ist aber, wie schon erwidhnt, so umfangreich, dai dessen Bespre-
chung noch ein weit hoffnungsloseres Unternehmen wire, als die des Oeuvre’s
von L. FEJER selbst. — Da aulierdem in der letzten Zeit mehrere eingehende
Studien iiber die wichtigsten Ergebnisse seines wissenschaftlichen Lebens-
werkes erschienen sind, (vgl. insbes. [200], [208], [209] und [210] — von
denen auch im Folgenden viel entnommen sein wird), sei es dem Unterzeich-
neten gesiattet, nur wenige ausgewdhlte Ziige des wissenschaftlichen Bildes
von L. FEJER darzustellen, manchmal auch auf weniger bekannte Ergebnisse
eingehend, und einige persdnliche Erlebnisse iiber Personlichkeit und mathe-
matisches Wirken und Unterrichtstatigkeit von L. FEJER zu widergeben.

2. Zuerst wollen wir uns mit einigen Ergebnissen von L. FEJER iiber

Fourier- und andere Orthogonalreihen, iiber Summabilitits- und Divergenz-
fragen beschiftigen. Er konnte in 1902 als junger Mann von 22 Jahren
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mit vollem Recht seine Dissertation [5] mit folgenden Worten einleiten: ,,Diese
Arbeit beschaftigt sich mit einem Gegenstand der Analysis, dessen Theorie
von den Mathematikern schon vor etwa 15 Jahren als erschopft und abge-
schlossen betrachtet wurde und woriiber sie seitdem auch nichts wesentlich
neues geschrieben haben.” (Ubersetzung aus dem Ungarischen.) Der Grund
fir diesen Stand der Dinge war aber nicht, daB die Hauptfragen der Theorie
der Fourier-Reihen etwa schon alle gekldart gewesen wiédren. Und das in
einer Theorie, die seit der Auseinandersetzung von BERNOULLI, D’ALEMBERT,
EuLER und LAGRANGE in der Mitte des achtzehnten Jahrhunderts {iber
diesen Gegenstand (die auch zur Kldrung des Funktionsbegriffes fiihrte)
stdndig im Mittelpunkt des mathematischen Interesses stand. Man mag daran
erinnern, daB CAucCHY bewiesen zu haben glaubte, daB die Fourierreihen aller
stetigen periodischen Funktionen in allen Punkten konvergieren und es scheint,
dafl auch RIEMANN dieser Meinung war. In 1873 hat dann P. pu Bois REYMOND
und nach ihm einfacher H. A. ScHwArz mit Gegenbeispielen gezeigt, dass
dem nicht so ist, denn es gibt stetige periodische Funktionen, deren Fourier-
Reihen in einem Punkte und sogar auf einer iiberall dichten Menge von Punk-
ten nicht konvergieren. — Es sei hier bemerkt, daf pu Bois REYMOND’s
Konstruktion fiir die letztere Erscheinung beziiglich iiberall dicht liegender
Punkte nicht einwandfrei war, wie es von L. NEDER in [142] bemerkt wurde,
so dall die von L. FEJER unter anderen in [36], [37] konstruierten aulierordent-
lich einfachen Beispiele fiir diese Singularitdten in letzterer Hinsicht eigentlich
die ersten korrekten waren. Uber diese Beispiele schrieb G. H. HARDY in [124]:
»Fejér has given an exceedingly simple and ingenious method for the con-
struction of trigonometrical series which are the Fourier-series of continuous
functions but which cease to converge for isolated values of x or for an enu-
merable everywhere dense set of values”. Diese Methode, bei der zuerst die
Fourier-Reihe und nicht die Funktion selbst definiert wurde, konnte auch
in feineren Divergenzuntersuchungen fiir trigonometrische und fiir Potenzrei-
hen verwendet werden.

Folglich standen die Dinge in dem vierten Viertel des neunzehnten Jahr-
hunderts so, dall man glauben konnte, dafi die in der Analysis und in der
Physik und Astronomie so oft und in so natiirlicher Weise vorkommenden
Fourier-Reihen sogar die periodischen iiberall stetigen Funktionen nicht erzeu-
gen, vielleicht auch nicht bestimmen. Nun hat FEJER in seinen klassischen
Arbeiten [2], [5], [9] entdeckt, daB die Fourierreihen doch diese Eigenschaften
haben, und um das zu sehen, geniigt es statt den Partialsummen ihre arith-
metische Mittel zu betrachten. Diese konvergieren schon (Fejérscher Summa-
bilititssatz) und sogar gleichmiBig (Fejérscher Approximationssatz) zu den
urspriinglichen stetigen Funktionen. Der Grund dafiir liegt in folgender Tat-
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sache, deren Bedeutung Fejér bemerkt hat: Waihrend in der Dirichletschen
Formel
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positiv. Aus demselben Grunde liegen auch alle S,(x) zwischen dem grofiten
und dem kleinsten Wert der Funktion f(x) und diese Positivitit der Kern-
funktionen (evtl. in verallgemeinertem Sinne) kann als , Leitmotiv”’ vieler
Arbeiten von L. FEJER betrachtet werden und trigt zur wundervollen Einheit
des Fejérschen Werkes wesentlich bei. — Spiter hat FEJER gezeigt, dall auch die
iterierten arithmetischen Mittel der Fourier-Reihe gewisse Eigenschaften der
urspriinglichen Funktion widerspiegeln (vgl. z. B. [82]).

Uber obige Entdeckung FEJER’s schrieb G. H. HARDY in [145]: ,,. .. this
fundamental result has been the starting point of a mass of modern research”
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und in [190] mit W. W. RoGosinski: ,, These results showed that this method
of summation by arithmetic means, now usually called the (C, 1) method,
succeeds at the two fundamental points where convergence fails and marked
a turning point in the development of the theory.” Die Wichtigkeit dieser
Ergebnisse wurde durch ihre vielseitigen Anwendungen klargestellt, von denen
drei wichtige noch in der Arbeit [5] von FEJER selbst enthalten sind: 1) Wenn
die Fourierreihe einer im Riemannschen Sinne integrierbaren Funktion an einer
Stetigkeitsstelle {iberhaupt konvergiert, so kann sie nur zum Funktionswert
konvergieren. 2) Ein neuer Beweis des Weierstrali’schen Approximationssatzes
(stetige Funktionen konnen auf endlichen Intervallen durch algebraische und
falls periodisch auch durch trigonometrische Polynome gleichmédBig approxi-
miert werden). 3) Ein neuer, reihentheoretischer Beweis des Poissonschen
Integralsatzes. Bald folgte auch 4) ein einfacher Beweis der Behauptung von
STEKLOFF, dafi die Folge der Partialsummen der Fourierreihe einer im Rie-
mannschen Sinne integrierbaren Funktion in einem Stetigkeitspunkte zwar
nicht immer zum Funktionswert konvergiert, aber wenigstens eine zu ihm
konvergierende Teilfolge immer enthalt.

Die Wirkung dieser Ergebnisse von L. FEJER und die seiner weiteren
verwandten, in [31], [35], [41], [42], [45], [48], [62], [96] usw. publizierten
Resultate war sehr groli, sie gab auch der Theorie der allgemeinen trigono-
metrischen Reihen einen neuen Aufschwung, insbesondere wurde diese von ihm
bewegt u. a. schon von A. HUurwiTz [108], dann von H. LEBESGUE [109], in
der Dissertation von FATou [110], in der von M. RiEsz [116] (vgl. auch [119],
[150]), in den Ergebnissen der polnischen mathematischen Schule (s. etwa
[179]) sowie in vielen weiteren Arbeiten (vgl. z. B. [112], [113], [114], [117],
[121], [122], [124], [126], [128], [129], [133], [134], [135], [139], [141], [143],
[148], [149]) weiterentwickelt.

FEJER hat in den Arbeiten [22], [25], [46], [61], [63] und [64] dieses
Problem auch auf die Laplace-Reihen iibertragen. Er hat mit einem ahn-
lichen Gedankengang gezeigt, dali bei diesen die (Cesaro oder Holder) Mittel
zweiter Ordnung an den Stetigkeitsstellen zur Funktion konvergieren. Beziig-
lich der weiteren Entwicklung der von L. FEJER angegriffenen Summabilitits-
und Divergenzfragen bei Laplacereihen vgl. etwa die Dissertation von A. HAAR
[115], die von F. LukAcs [130], [146], sowie die Arbeit [123] von T. H.
GRONWALL, usw.

FEJER Kkonnte seine Divergenz- und Summabilititstheorie auch in der
Theorie der Zeta-Funktion anwenden, insbes. bewies er in einer seiner Klau-
senburger Universitdtsvorlesungen, dall die Dirichlet-Reihe der Zeta-Funk-
tion in keinem komplexen Punkte mit Realteil 1 in irgendwelcher Ordnung
summabel ist. Damit gelangte er in Berithrung mit HARDY's grundlegenden
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Ergebnissen beziiglich der Zeta-Funktion und beziiglich des Ideenkreises der
Sdtze vom Tauberschen Typ. Solche Beriihrung kam noch einmal zustande,
als eine Bemerkung von FEJER, dall ndmlich die Anzahl der Vorzeichendnde-
rungen einer reellen Funktion auf einem Intervall groBer oder gleich der An-
zahl der Vorzeichendnderungen in der Folge ihrer Momente in demselben
Intervall ist, zu einer wesentlichen Vereinfachung des Hardyschen Beweises

fiir die Existenz unendlich vieler Wurzeln mit Realteil -;—- der Zeta-Funktion

fiihrte. Dieser Gedankengang wurde von M. FEKETE vervollstindigt und in
[154] publiziert.

Auch FEJER selbst fand einen Satz vom Tauberschen Typ, der ihn in
[49] zu dem wichtigen Ergebnis fiihrte, dall eine Potenzreihe im abgeschlos-
senen Einheitskreis gleichmédliig konvergent ist, falls sie dort stetig ist und
diesen in eine Figur mit endlicher Oberfliche abbildet (die letztere Bedin-
gung kann durch die Schlichtheit im Innern ersetzt werden). Beziiglich Verall-
gemeinerungen und Anwendungen s. z. B. J. PAL [131], E. LANDAU [163],
H. BOHR [176] und beziiglich der Lokalisierung dieses Satzes A. ZYGMUND
[186] und N. N. LusiN [193]. — Andererseits hat eben FEJER mit seiner schon
erwdhnten, in [36], [37] dargelegten Methode eine Potenzreihe konstruiert,
deren Summe im abgeschlossenen Einheitskreis stetig und im Punkte z=1
doch divergent ist. Fiir weitere diesbeziiglichen Ergebnisse s. [54], [125],
[163] usw.

Es ist vielleicht weniger bekannt, dal FEJEr beziiglich divergenter Rei-

hen auch so einfache Satze bewiesen hat, wie der folgende: Wenn das all-
gemeine Glied einer Reihe, die weder konvergiert, noch bestimmt divergiert,
gegen O strebt, so liegen die Partialsummen iiberall dicht zwischen ihrem
kleinsten und grofiten Haufungswert ([12], vgl. auch [152]), d. h. jeder Punkt
des Oszillationsintervalles ist Hiufungspunkt der Folge. Der Beweis ist von
der bei FEJER iiblichen Einfachheit und Eleganz: Es sei die Folge der Par-
tialsummen s,,s,,...,S,,... z B. beschrinkt, lim inf s,=m, limsups,=
=M. k=2 sei eine positive ganze Zahl und d=(M—m)/k. Wir teilen die
Zahlengerade in k Intervalle durch die Punkte
(3) —oo,m+d,m+2d,..., M—2d, M—d, .
Da das allgemeine Glied der Reihe gegen O konvergiert, kann man N so
groli wihlen, daf fir n>N |s,—s.-1/<d wird. Ferner moge s, (n,>N) in
dem ersten (unendlichen) Teilintervall von (3) und s,,(n.>n;) in dem letzten
(ebenfalls unendlichen) Teilintervall von (3) liegen (solche gibt es ja, da m
und M Haufungspunkte sind). Die Glieder der Sequenz S.., S. 1, s Su—1, Su,
konnen dann keines der zwischen m und M liegenden Teilintervalle von der
Liange d ,iiberspringen”.
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3. L. FEJer’s Untersuchungen iiber {frigonometrische und algebraische
Polynome hatten ihren Ursprung in der Tatsache, dal seine Formel (2) be-
ziiglich der arithmetischen Mittel der Partialsummen von Fourierreihen auf
der elementaren Summenformel fiir die arithmetischen Mittel der Reihe
14+2coss+2cos 25+ ..., namlich auf

n+142ncoss+2(n—1)cos2s+---42cosns=

@) sin(n + ])%‘

sin 2
2

beruhte und dall die rechte Seite gleich
(142422400 2"

ist, wo z==¢" ist. Die linke Seite von (4) ist ein nicht-negatives trigonomet-
risches Polynom und dies fiihrte L. FEJER in 1910 auf die Vermutung, daB
vielleicht alle nichtnegativen trigonometrischen Polynome mit z=¢e* in der
Gestalt

Gt az+ a2+ o Fcu2*f
darstellbar sind. Diese Vermutung wurde von F. RiEsz bewiesen, diesen Be-
weis verdffentlicht FEJER in [51] und reduziert mit dessen Hilfe die Extrema-
laufgaben von trigonometrischen Polynomen auf die von quadratischen For-
men. Er zieht daraus auch wichtige Ungleichungen beziiglich der Koeffizienten
von trigonometrischen Polynomen. (Fiir weitere diesbeziigliche Ergebnisse von
E. EGERVARY, O. SziAsz und G. Szeao vgl. [158], [159], [161], auch FEJER
selbst kehrte auf dieses Problem in [69] zuriick; BoAs und Kac verallgemei-
nerten es in [191], [195] auf Fourier-Integrale.) Aber FEJER hat schon friiher
in [44] einen wunderschtnen elementaren Beweis fiir diese Ungleichungen
gefunden. Es sei gestattet, diesen Beweis im Falle des konstanten Gliedes
in der anschaulichen Gestalt wiederzugeben, wie ihn der Unterzeichnete von
FEJER selbst horte:

(5) g(s)=a,+a,cos s+b,sins+---+a,cosns+ b, sin ns

sei das nichtnegative trigonometrische Polynom, und s;=j2zt/(n+1). Es gilt
__ 8O te(s+s)+g(s+s)+---+&(s+5)

®) a= e :

weil bei beliebigem k=1 die Punkte (cosk(s+s;), sink(s+s)))
(Jj=0,1,2,...,n) Ecken eines reguldren Polygons sind, und ihr Schwerpunkt
im Mittelpunkt des Kreises liegt. Da weiter wegen der Nichtnegativitit von
g(s+s), g(s+s),...,2(s+s.) aus (6) g(s)=a,(n+ 1) folgt, gilt 1) im Falle
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a,=1 die Ungleichung g(s)=n-+1, 2) im Falle a,=0 einerseits g(s)=0,
andererseits g(s)=0 also g(s)=0: es gibt aufier dem identisch verschwin-
denden kein nichtnegatives trigonometrisches Polynom mit verschwindendem
konstanten Glied; 3) endlich sind fiir beliebige trigonometrische Polynome
2(s) mit min g(s) = m, max g(s) = M die trigonometrischen Polynome g (s)—m
und M—g(s) nichtnegativ, also 0=g(s)—m=(a,—m)(n+1) bzw.
0=M—g(s) =(M—a,)(n+ 1), und diese Ungleichungen bleiben auch dann giil-
tig, falls in ihnen g(s) durch seinen grofiten bzw. kleinsten Wert M bzw. m er-
setzt wird, also

& m+M—m)/(n+1)=a,=M—(M—m)/(n+1).

a

n

] v
au —— ﬁ. g(f)dt

L]

ist, betonte FEJER immer, dali dies eine Verfeinerung des ersten Mittelwert-
satzes der Integralrechnung fiir trigonometrische Polynome ist.

Es sei hier noch bemerkt, dafi L. FEJER einer der ersten war, der die
Bedeutung der Bernsteinschen Ungleichung fiir Ableitungen der trigonomet-
rischen Polynome erkannte und sie anzuwenden begonnen hat. Er hat auch
einen iiberraschend einfachen Beweis fiir diese Ungleichung gefunden, aber
nicht publiziert (vgl. aber [72], [132], [152]). Die Bernsteinsche Ungleichung
behauptet, daB fiir trigonometrische Polynome n-ten Grades (5) aus [g(s)|=1
das Bestehen von |g’(s)| =n folgt. Nun folgt fiir Sinuspolynome S (bx=0 in
(5)) laut eines elementaren Ergebnisses von M. RIESZ aus |S(s)| =1 das Be-
stehen von |S(s)/sin s| = n. Die Fejérsche Idee besteht in der Anwendung die-
ses Ergebnisses auf S(s)=(g(s,+5)+g(s,—s))/2 (das tatsdchlich ein Si-
nuspolynom ist) im Punkte s=0:

S(s)

sin §

n=lim g'(S“H)Jgg Lol =g’ (s0)]-

S-pl)

—|5'(0)| =

Die dhnliche Markoffsche Ungleichung fiir die Ableitungen der algebraischen
Polynome 146t sich auch hieraus ableiten (s. [152]).

Viele Ergebnisse von L. FEJER beziehen sich auf (komplexe) Nullstellen
von algebraischen Polynomen. Es sei hier vorerst eine ganz elementare Be-
merkung von L. FEJER und O. TOEPLITZ (auch nicht publiziert, vgl. aber [152]
und auch [21], [23]) wiedergegeben: Ist P(z) ein Polynom, so liegen alle
Nullstellen von P’(z) in der konvexen Hiille der Nullstellen von P(z) (Satz
von GAuss und Lucas), bilden wir andererseit alle Polynome, die in gege-
benen Punkten 2,, z,,...2, verschwinden, so bedecken die Nullstellen ihrer
Ableitungen die konvexe Hiille von 2z, 2,,...,2, {iberall dicht. Ist ndmlich
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z eine Nullstelle von P’(2), die keine von P(z2) ist, und ist p, die Multipli-
zitat der Wurzel z; von P(2) (k=1,2,...,n) so gilt

P@)_ > P _o und daher 0= P > C=2n

Pz ESiz—=z =z—z = |z—a
d. h.
mlzi+m223+"'+mn2u . o p;.- ,
ml+m2+ ...+m" ]n"t mk__':z___zki-_l >O (k—1!21-.-,n)!

also liegt z tatsdchlich im Innern der konvexen Hiille von 2z, 2,,...,2.. Ist
andereseits Z— Q, 2, + Q.2:+ +++ 4+ Q, 2, ein beliebiger Punkt in dieser Hiille

Q+Q+-+Q=1;, Q=0, k=1,2,...,n), also

" : : S ‘I'.’.
\'1_Zqﬂ :0 mit qk - l?k|z z.f.| :
ﬁ —2k N | 9

2 Q| Z—2z|
=l

n
so approximieren wir g, durch rationale p; /_1 pi und so wird eine Nullstelle
k=1

der Ableitung des in 2, 2,,...,2, und nur dort verschwindenden Polynoms
(z—2)" (z—2,)"™-+(z—2,)"" beliebig nahe zu Z liegen, w.z.b.w. — Andere
Ergebnisse von L. FEJER beziehen sich auf die (komplexen) Nullstellen von
Extremalpolynomen (Polynome gegebenen Grades, die die verschwindende
Funktion in Betrag am besten approximieren unter denen mit Koeffizient 1
fiir x*). Auch die diesbeziigliche Arbeit [60] von FEJER war Ausgangspunkt
einer langen Folge von Untersuchungen (vgl. z. B. [144], [170], [171], [198],
[201], [203], [204], [205]) u. a. von M. FEKETE, ]. NEUMANN, J. SZOKEFALVI-NAGY
und J. L. WaLsH. — Es seien in diesem Ideenkreis noch seine Ergebnisse
[23], [24] (vgl. auch [157]) beziiglich der Nullstellen mit kleinsten Betrag von
komplexen Polynomen erwiédhnt, die er auch auf die Theorie der lakundren
Potenzreihen und auf den Picardschen Problemkreis beziiglich des von ana-
lytischen komplexen Funktionen ausgelassenen Wertes anwenden konnte. Er
wurde so einer der Bahnbrecher der ersteren Theorie und erreichte in dem
letzteren Problemenkreis Ergebnisse, fiir die auch seitdem noch keine andere
Herleitung gefunden wurde. Diesen Arbeiten von L. FEJER schlossen sich die
von M. BIERNACKI [160], G. PoLyA [164] und anderen an.

4. Beziiglich der Funktionentheorie sei noch die gemeinsame Arbeit [19]
von L. FEJER mit C. CARATHEODORY erwidhnt und das Ergebnis hervorgehoben,
welche die Extremalfunktion bestimmt, die unter den in dem Innern des Ein-
heitskreises reguldren, beschrdnkten, dort in den Punkten z,,2,,...,2, ver-
schwindenden und im O-Punkt den Wert A annehmenden Funktionen die
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kleinste obere Grenze besitzt. Diese ist

A 2—z2,2—2, Z—2n
o= [aPlzfrezl z—zBiz—88  z—2;
: 1
mit zf=— {43 M SR E
i

In dieser Arbeit tritt jene, seither sehr oft und von vielen verwendete Idee
zum ersten Mal auf, dafi die Tatsache, daf eine im Innern des Einheitskreises
reguldre Funktion mit dem absoluten Maximum M dort in einem Punkte 2,
verschwindet, giinstiger ausgeniitzt werden kann, wenn man mit (z—2z,)/(z—2%),
als wenn man nur mit (z—2z,) dividiert. Auch die andere gemeinsame Arbeit
[39] von L. FeJER mit C. CARATHEODORY, iiber harmonische Reihenentwicklung
mit gegebenen Anfangsgliedern, hatte eine bedeutende Wirkung.

Auch mehrere gemeinsame Ergebnisse von L. FEJER und F. RIESz sind
von funktionentheoretischer Natur. Die Arbeit [59] ist ihre einzige gemeinsame
Publikation, ihre Zusammenarbeit brachte aber auch mehrere weitere Ergeb-
nisse. Sie bewiesen u.a., dal das Quadratintegral des Betrages einer im
Einheitskreis reguldren Funktion auf einem beliebigen Durchmesser des Ein-
heitskreises hochstens halb so grofi ist, als das auf der Peripherie; das kon-
forme Bild eines beliebigen Durchmessers ist hochstens halb so lang als das
der Kreisperipherie. Ein anderes ihrer gemeinsamen Ergebnisse ist der Stan-
dardbeweis des Riemannschen Fundamentalsatzes der konformen Abbildung,
der mit weiteren Erdrterungen durch T. RADO [147] publiziert wurde und der
bis heute als ,der” Beweis dieses grundlegenden Satzes gilt.

Die weiteren Ergebnisse [36], [37], [46], [50], [61], [65] von L. FE)ER
beziiglich der Schranken der Partialsummen von im abgeschschlossenen Ein-
heitskreise beschrinkten Potenzreihen und ihrer arithmetischen Mitteln fanden
ihre Fortsetzung in den Arbeiten von E. LanDau [127], [163], I. ScHur [138],
O. SzAsz [140], G. SzeGO [162] und anderen.

5. Hier wollen wir zu den Arbeiten von L. FEJER beziiglich [Interpola-
tion im Komplexen und spater im Reellen iibergehen. Im ersteren Gebiet loste
er in [58] das Problem von C. RUNGE: Man soll auf einer rektifizierbaren
Jordan-Kurve C Interpolationsgrundpunkte so wdihlen, dall die beziiglichen
Lagrangeschen Interpolationspolynome einer beliebigen, im abgeschlossenen
Innern von C reguliren Funktion in einem im Innern von C liegenden ab-
geschlossenen Gebiet gleichmidBig zur Funktion selbst konvergieren. FEJER
wihlte diese so, daB er auf einem Kreis als n-te Grundpunkte die Ecken
eines eingeschriebenen reguldren Polygons wihlte, und auf C jene Punkte in
welche diese durch eine schlichte konforme Abbildung iibergehen, die das
AuBere des Kreises in das AuBere von C und den unendlich fernen Punkt
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in sich selbst tibertragt derart, daf die Ableitung der Funktion, die diese Ab-
bildung erzeugt, reell und positiv wird, wenn wir uns diesem unendlich fer-
nen Punkte ndhern; er bewies, daB dann tatsdchlich die Interpolationspolynome
aller reguldren Funktionen gleichméfiig zu den Funktionen konvergieren. Auch
diese Arbeit hatte grofie Wirkung (s. etwa M. FEKETE [153] und das Buch
[178] von . L. WALsH) und L. KALMAR [155] fand als notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die gleichmafige Konvergenz der Lagrangeschen
Interpolationspolynome die asymptotische Gleichverteilung der Grundpunkte
auf C.

Diese Ergebnisse rehabilitieren den Lagrangeschen Interpolationsprozef
gewissermalfien, der eine solche Rehabilitation auch stark notig hatte. So hat
eben FEJER in [73] einen eleganten Beweis des folgenden Faberschen Satzes
gegeben: wie man auch die Grundpunkte in [—1, 1] aufnimmt, gibt es immer
eine stetige Funktion, so dab die beziiglichen Interpolationspolynome dort
unbeschrankt sind.

FEJER hat aber nicht nur auf diese Mdngel hingewiesen, sondern auch
einen ,besseren” Interpolationsprozess angegeben, namlich den Hermiteschen.
Wir wollen die Sache an der trigonometrischen Interpolation erkldren. Sind
die g, (x) = f(x:) (xk=%, k=0,1,2,...,2n) gegeben, so ist das in-

terpolierende trigonometrische Polynom n-ten Grades

| & sin(2n + 1)""2_"
= S £
&n(x)= 2n+1 ;..T‘jf(x*) . X —X ’
sin
2
: 2 ; 2tk
wihrend im Falle, wo A, (x.) =f(x:) (hier sei x;== R, k=0,1,2,...,1)
und A;(x:) =0 vorgeschrieben sind,
L - sin(n -+ l)x"'z_Jr -
ha ()= (n+1) ﬁ;f (x) =" R
sin =

ist. Die Situation ist also mit (1) und (2) vollstindig analog und damit sind
wir zur Anfangsidee zuriickgekommen. Tatsdchlich kann g,(x) auch bei stetigen
periodischen f(x) unbeschrinkt werden, wihrend die A,(x) zwischen dem
kleinsten und dem grofiten Wert von f(x) bleiben und gleichmifig zu f(x)
konvergieren. So gilt auch fiir die Interpolation mit algebraischen Polynomen
laut der Ergebnisse von L. FEJER, dafl z. B. bei den Nullstellen der Legen-
dreschen und der Tschebytcheffschen Polynome als Grundpunkte, die Werte
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des Hermiteschen Interpolationspolynoms zwischen dem kleinsten und dem
groBten Wert von f(x) bleiben und daB bei den Nullstellen der Jacobischen
Polynome und bei allgemeineren, von ihm als normal bezeichneten Grund-
punktfolgen, die Hermiteschen Interpolationspolynome gleichméfig zur Funk-
tion streben. Hier hat FE)ER die Ableitungen der Interpolationspolynome in
den Grundpunkten erst als 0, spater als gleichméfiig beschrankt angenommen.
Bei der Bestimmung dieser normalen Grundpunktenfolgen ist wieder die Nicht-
negativitit gewisser Kernfunktionen in einem verallgemeinerten Sinne mal-
gebend. Den wichtigen Arbeiten [52], [53], [71], [73], [77], |79], [80] und [86]
iiber Interpolation und mechanische Quadratur, schliefien sich viele Ergebnisse
u. a. von G. SzeGgo [169], [174], G. PoLyA [172], J. SHOHAT [173], P. ERDOS
und P. TurAn [183], [187], G. GrRONwALD [188], [189], E. EGERVARY und
P. TUrRAN [206], P. SzAsz [207] und von vielen anderen (vgl. auch [177],
[192], [197]) an.

6. Wir konnten auf viele schone Ergebnisse von L. FEJER beziiglich
Elementargeometrie, Mechanik und Differentialgleichungen, beziiglich gewisser
speziellen, aber wichtiges Verhalten zeigenden trigonometrischen und alge-
braischen Polynome (insbes. beziiglich einiger der klassischen Orthogonalpo-
lynome), beziiglich Reihen mit mehrfach monotoner Koeffizientenfolge usw.
nicht eingehen.

Dagegen wollen wir kurz auf zwei der vielen Fille hinweisen, wo die
von L. FEJER in Wort oder Brief aufgeworfenen Probleme neue Forschungs-
richtungen erdffneten. (Wie wir iibrigens sahen, liel er oft auch seine fertigen
Ergebnisse von seinen Schiilern verdffentlichen, wenn sie diese wesentlich
weiterfordern konnten.) — So hat ]J. PAL das folgende Problem von FEJER
gelost: Zu welchen Funktionen x = f(f) konnen Funktionen y = g(f) gefun-
den werden derart, dali es eine Jordan-Kurve gebe, deren Parameterdarstel-
lung eben durch diese beiden Funktionen angegeben werden kann. Davon
ist eine Anzahl von topologischen Fragen entsprungen, die dann von TIETZE
und anderen untersucht wurden. — Ein anderes Beispiel: In Analogie zur
Leibnizschen Konstruktion der Exponentialfunktion, wo jene Eigenschaft die-
ser Funktion verwendet wurde, daf sie dem arithmetischen Mittel der Verdn-
derlichenwerte das geometrische Mittel der Funktionenwerte zuordnet, fragte
FEJER, bei wasfiir Mittelwerten M(x, y) es eine stetige Funktion f mit der
Eigenschaft

1Z52) = Mm@, 100

gibt, und wie diese Funktion angegeben werden kann. Diesem Fejérschen
Problem ist ein grofier Teil der neueren Theorie der Funktionalgleichungen
entsprungen (vgl. z. B. [181], [194], [196]).
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7. Und nun noch etwas iiber seine charmante Personlichkeit, die we-
sentlich dazu beigetragen hat, dall er so viele Schiiler und Freunde hatte,
daB er zum Griinder der ersten und grofiten mathematischen Schule in Un-
garn wurde (vgl. auch [210]). Diese Personlichkeit zeigte sich auch in seinen
Werken. lhrem Inhalt nach kdnnen wir sagen, dali er seine epochemachende,
neue Wege und Perspektiven eroffnenden Ergebnisse in iiberraschend ein-
fachen Sitzen aussprechen und mit uniibertreffbar einfachen und eleganten
Methoden beweisen konnte. Manchmal mufl man eine Arbeit von FEJER zwei-
mal lesen, nicht als ob man sie zum ersten Mal etwa nicht verstehen kinnte,
sondern weil man nicht glauben will, dal die Sédtze tatsdchlich schon bewie-
sen sind. Wasfiir Tiefe hinter dieser scheinbaren Einfachheit liegt, bemerkt
man erst wenn man einen solchen Beweis vergifit und selbst rekonstruieren
will. Besonders meisterhaft ist auch die vollstindig geschliffene Form seiner
Arbeiten. Das frappante Aussprechen der Ergebnisse, ihres Platzes unter
den vorhandenen Resultaten und den noch ungelosten Problemen, die sau-
bere, klar verstindliche Exposition der Beweise, die unreduzierbare Biindig-
keit der Darstellung verbunden mit einem so gut geniefibaren literarischen
Stil, mit gedankenerweckenden Einzelheiten und mit einem unnachahmbar
strengen inneren Zusammenhang, macht sie zu wirklichen Meisterwerken. Bei
ihm ftrifft das gefliigelte Wort ,,der Stil, das ist der Mensch selbst’’ zu: ein-
fach und geistreich wie sein Stil war auch seine Personlichkeit.

Besonders genufireich waren auch seine Vorlesungen, wo er auch viel
Unpubliziertes von ihm und anderen erzdhlte und die Fragen immer leicht
verstandlich und vielseitig exponierte, auf denselben Gegenstand (wie auch
in seinen Werken) wiederholt von immer anderer Seite zuriickkehrend, bis
alles klar wurde (obwohl er wuBite — wie er oft tadelnd sagte — dali ,der
Student am liebsten aus dem Horsaal laufen mochte, wenn er etwas zum zweiten
Mal hort”). Seine Bescheidenheit war sprichwortlich, beziiglich eigener Er-
gebnisse ging sie weit {iber dem Sturmschen ,heute horen wir iiber den
Satz, dessen Namen zu tragen ich die Ehre habe” hinaus. Wihrend viele iiber
ihren ,oft zitierten Satz” sprachen, hat er z. B. seinen Summabilititssatz eher
jedesmal von neuem ausgesprochen, wo dieser Satz vorkam, als dali er ihn
mit dem {iberall angenommenen Namen als Fejérschen Satz zitiere. — Viel
goldener Humor umfloli auch seine Vorlesungen: er war auch ein unnachahm-
bar meisterhafter Erzdhler von Anekdoten. Ihm ist es zu verdanken, daB man
in Ungarn vielleicht mehr Anekdoten z. B. iiber HILBERT kennt, als in Deutsch-
land selbst. :

Er war kein strenger Examinator und doch haben wiahrend der fast 50
Jahre seiner Professur weniger als 40 Mathematiker bei ihm promoviert. Ja,
er hat einmal einem jungen Mann, der ihn um ein ,Dissertationsthema” bat,
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gesagt: ,Lesen Sie, bitte, viel in dem Gebiete der Mathematik, das Sie in-
teressiert, aber nicht nur Biicher, sondern auch Zeitschriften, denn in diesen
ist mehr Leben, und wenn Sie irgendwo eine oder mehrere Liicken finden,
und diese fiillen konnen, so schreiben Sie das ab und daraus kann eine Dis-
sertation werden.”” Mit denen aber, die sich fiir die Mathematik interessierten,
war er dufierst unformell und freundlich. Seinen Schiilern stand seine Tiir an
der Universitdit und zu Hause immer offen, kein Pedell hielt sie fern, kein
Sekretdr beschrinkte den Zeitpunkt der Gespriche. Diese wurden, besonders in
seinen jiingeren Jahren, oft in einem Kaffeehaus bis in die spdten Abendstun-
den fortgesetzt und viele Arbeiten seiner Schiiler haben ihr Entstehen diesen
Gelegenbeiten zu verdanken. In diesen Gespriachen vereinten sich Mathema-
tisches und Personliches, Scherz und Ernst in angenehmer Harmonie.

Seine warme Personlichkeit, sein geistreicher Humor zeigten sich iiber-
all. Er hatte Interesse fiir alles, fiir Musik, Literatur und Kunst, fiir andere
Wissenschaften, fiir andere Zweige der Mathematik (wenn er auch gewisse
moderne Tendenzen mifibilligte), besonders fiir die Geschichte der Mathe-
matik. Es war von ihm keine Geringschidtzung, sondern eben tiefe Kenntnis
der letzteren, dall er sagte: ,Die Geschichte der Mathematik dient zu
zeigen, dall niemand etwas entdeckt hat: immer ist ein fritherer zu finden,
der es schon wulite!” — Nun wurde er selbst zu einer der grofiten Gestalten
der Geschichte der Mathematik, von dem wir aber sehr gut wissen, dali er
sehr vieles entdeckt hat. Der Grufi der Sowjetischen Akademie der Wissen-
schaften zu seinem 70-sten Geburtstag hat es richtig festgestellt: ,,Sie sind
einer der hervorragendsten Schoper der Analysis in unserem Zeitalter, der
die mathematische Wissenschaft mit klassischen Ergebnissen bereichert hat,
wie z. B. mit der Methode der Summation divergenter Reihen. Sie haben
viele tiefe Sitze der algebraischen Analysis, der Interpolationstheorie, der Rei-
hentheorie, der Approximationstheorie, sowie anderer Disziplinen der reellen
und komplexen Funktionentheorie gefunden...” (Ubersetzung aus dem Russi-
schen).

Die iibrigen Werke von LEopoLD FEJER sind noch in seinem Leben
klassisch geworden; jetzt hat er noch ein klassisches Werk vollendet: sein

Leben selbst.
J. Aczél
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Discussion of the geometry of affinely
connected spaces by direct method

By M. FARKAS (Budapest)

§ 1. Introduction

We call direct tensor calculus the method grounded on the geometrical
definition and properties of tensors, which does not use coordinates in de-
monstrating the theorems and properties independent of the system of coor-
dinates. The most consistent cultivators of this method, mostly Italian mathe-
maticians, called this method absolute. The method was applied to discussion
of n-dimensional euclidean and Riemannian spaces first by BURALI-FORTI and
BoGaio (see [1], [2]). They discussed by this method Riemannian spaces
embedded into greater dimensional euclidean spaces, and in their treatment
the embedding euclidean space was thoroughly employed.

In the years of 1920—1930 there was a debate about the question of
methods in differential geometry. From that time on the direct method was
scarcely employed in the investigations of differential geometrical spaces.
However, the direct method has its role, and significance beside the other
important methods of differential geometry. It makes superfluous the intro-
duction of coordinates in investigations and demonstrations of properties in-
dependent of the system of coordinates. Hence, it makes superfluous inves-
tigations connected with invariance, covariance, etc. At the same time it gives
a deeper insight into the geometrical essence of the theorems and makes
possible the demonstration, and the underlining of essential features, which
are hidden behind the formulae of the Ricci calculus.

This paper contains the setting up of the geometry of affinely connected
spaces by direct method, without introducing coordinates. The spaces are not
embedded into greater dimensional affine spaces. The affine space, on which
our affinely connected space is mapped, plays an important part. For instance,
vectors are defined by means of that affine space. In the definition of the
affinely connected space we make use of the concept of parallel displacement
due to LEvI-CiviTA. We may say briefly that we attain the affinely connected



