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Eine axiomatische Theorie der kubischen Determinanten.
Dem Andenken von Tibor Szele gewidmet.

Von JuULIUS GASPAR in Miskolc.

Der Begriff der Determinante wurde schon von CAvLEY [1] auf die
kubischen Matrizen verallgemeinert, aber die erste ausfiihrliche Behandlung
rithrt von A. DE GASPARIS [2] her und neuerdings gab L. H. RICE [3] eine
alligemeine Theorie der Determinanten von hoherer Dimension.

In dieser Abhandlung wollen wir eine axiomatische Theorie der kubi-
schen Determinanten geben. Diese ist gewissermafien der axiomatischen Theorie
dhnlich, die wir in [4] fiir gewbhnliche Determinanten gegeben haben.

Es sei R=a,b,... ein Integrititsbereich der Charakteristik 0. Unter
einer kubischen Matrix der Ordnung n (iiber ) wollen wir eine Menge
der Elemente g €R, (i, k,{=1,2,...,n) verstehen und abgekiirzt mit A®
oder (aa;) bezeichnen. Der Index i soll erster, k¥ zweiter, [ dritter Index des
Elementes a.. genannt werden. Eine solche kubische Matrix hat nach dem
ersten Index (n. d. e. 1) n ,Flachen“. Dasselbe gilt auch fiir die weiteren
zwei Indizes. Diese ,Flichen“ sind gewohnliche Matrizen der Ordnung n.
Z. B. die Matrix (@a) hat n. d. e. l. die Flachen

(alﬂ)r (a:!il)p vevy (ankl-)v
Die Matrix (a@s) kann in diesem Fall auch folgendermafien geschrieben

werden :
(@), (@), . . ., (@)

Wenn die Matrix A® in jeder Fliche nach irgendeinem Index hochstens ein
nicht verschwindendes Element hat, so schreiben wir nur diese — je nach
Flachen durch senkrechte Linien getrennt. — Z. B. bezeichnet (@, |@u|- - | @nnn)
eine kubische Diagonalmatrix.

Wir definieren die Gleichheit, bzw. die Summe zweier kubischen Mat-
rizen A® = (@) und B® = (ba:) folgenderweise :

) A® = B®  wenn @ = b, (5 I==],2 ..., R)
bzw.
(2) A® 4 B®) = (@it + bixt)

gilt.
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Die gewohnlichen Matrizen der Ordnung n (iiber %) konnen wir als
linksseitige Operatoren entsprechend der Gleichung

(3) (mys) (@) = (#Z‘ My Qi)

und als rechtsseitige Operatoren entsprechend der Gleichung
(3 (@aa) (M) = (; Qikey Mys)
anwenden. — Anstatt dieser Gleichungen kdnnen wir auch:
(&) (mrs) (@) = ( ;‘ My @), bzw.
(3 (ains) (mys) = (Z Ay Mys) ;

oder:

(3 (mrs) (@) = (;‘ My Qiry), bzw.
37 (dia) (Mys) = (Z @it M)

nehmen.

Also kann man die gewdhnlichen Matrizen auf drei verschiedene Weisen
als zweiseitige Operatoren der kubischen Matrizen definieren.

Deshalb ist die Menge R der kubischen Matrizen der Ordnung n
(iber R) ein Modulus mit dem Operatorenbereich RS’ der gewdhnlichen Mat-
rizen der Ordnung n (iiber R).

Unter den ,Flichenkombinationen“ von A® und B® nach dem ersten
Index (n. d. e. I.) verstehen wir alle Matrizen C®, fiir deren j-te Fliche
n. d. e. l. entweder die j-te Fliche n. d. e. I. von A® oder die von B®
genommen wird (j=1,2,...,n).

Die Flichenkombinationen nach dem zweiten, bzw. nach dem dritten
Index werden auf analoge Weise definiert.

Eine kubische Determinante (n. d. e. I.) @® heift die Summe von (n!)’

Gliedern (—1)‘@w,1, @ox,1,+** Qukor,, falls ki, ks, ..., ke und 4, by, ..., [, jede An-
ordnung der Zahlen 1,2, ...,n durchlduft und ¢ die Summe der Inversionen
in den zwei Anordnungen Kk, k;, ..., k. und 4, 0,..., 1, ist. — Anstatt die

ersten Indices in der natiirlichen Reihenfolge geordnet anzunehmen und die
zweiten und dritten Indices zu permutieren, kann man auch die zweiten (bzw.
die dritten) Indices natiirlich geordnet denken, die ersten und dritten (bzw.
die ersten und zweiten) Indices permutieren und nach ihnen die Vorzeichen-
bestimmung vornehmen. Dann erhdlt man eine kubische Determinante (n. d. z.1.)
D (bzw. (n.d.d.l.) @®),
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Satz. Ist @ eine Abbildung von R in R, fiir welche die Axiome
(@) P(AD+B®) =2 B(C%);
(b) DPMDAO)=|M®|. D(AD),
D(ADM) = @(Ara)'). IM®|;
() DE®)=1

giiltig sind, wobei in (a) iiber alle Flidchenkombinationen nach dem ersten oder
nach dem zweiten oder nach dem dritten Index zu summieren ist, und bedeu-
tet in (b) M® eine gewdhnliche Matrix der Ordnung n (iiber R), |M®| aber
seine (gewohnliche) Determinante und M®A® bzw. A®M® nach (3)) bzw.
(3;) gebildet werden, bezeichnet schlieflich in (c) E® = (ew) eine kubische
Matrix der Ordnung n, in der e, ewy==---=e€..=1 und alle anderen
Elemente Null sind, so ist ®(A®) eine kubische Determinante nach dem zwei-
ten Index. — Fiir die zwei anderen Fille gelten dhnliche Satze.

Den Beweis des Satzes arbeiten wir der besseren Ubersichtlichkeit hal-
ber nur fiir n=23 aus

Zundchst beweisen wir die folgende Behauptung:

(«) Es ist @(A®) =0, wenn die Matrix A® eine Fliche nach irgend
einem Index hat, in welcher alle Elemente verschwinden.

Es geniigt dies z.B. fiir den Fall einer verschwindenden Fliche nach
dem zweiten Index zu beweisen. Ist sogar A®=0®, wo 0® die kubische
Nullmatrix bezeichnet, so folgt () aus (b) mit M® =0, wo 0@ die gew.
Nullmatrix bezeichnet. Fiir den aligemeinen Fall wenden wir (a) auf A® =
= ((@:n), (@aiz), (Ai)) mit den Flichen n.d.z. I (@), (@=), (@) und B® =
=0® an:

D(AD) = D(A®) + D((ain), (@), 09) + D((ain), 09, (@) +

+ @09, (am), (am)) + P((aiu), 0@, 0®) 4
+ @09, (a;2), 0®) + D0, 09, (a=)) + P(0D),

D((ain), (@in), 09)+ @ ((ain), 09, (ain)) + @0, (@), (a=)) +
+ @((ain), 09, 09) 4 P09, (aiz), 09) + @ (09, 09, (awm)) = 0.
Man setze hier (aiz) = (aia) =0 ein, wodurch wir 3®((ain), 0®,0®)=
d. h. @((an), 0®,0®)=0 erhalten. Ahnlich ergeben sich @(0?, (@), 0®)=0,
D09, 0@, (am)) =0. Hiernach erhalten wir:
D((ain), (@), 09) + D((ain), 09, (@ia)) + PO, (@), (@ins)) = 0.

Hieraus folgt fiir (awm)=0® @((aw), (@), 0®)=0. Ahnlich gewinnen wir
D((ain), 02, (aisr)) =0, @(0®, (ai ), (aiz)) =0, wodurch () beweisen ist.
Nun soll folgende Formel bewiesen werden :

®) D(A®) = 2 D(Q®),
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wo Q@ eine kubische Matrix bezeichnet, die auf jeder Flidche nach jedem
Index hochstens ein nicht verschwindendes Element besitzt und dieses ist
eben das entsprechende Element von A®. In der Summe an der rechten Seite
von (@) figurieren alle diese 3!* Matrizen Q®.

Um unser Ziel zu erreichen wenden wir (a) mit den Matrizen

0 Gy aus Qi G Oy iy (e QAiss
AR =||am Gu Qus |, | Qs Qe Qus |, | Qm Qom Qo | |s
Qs Az A Asn Qs Qs Qg Q3 gy

B® = (aullolo)
an. Auf Grund von (e) gilt:
D (A®) = O(Afl, +B) = @(AD) +

an 0 O Qi Qe Oy i (s g
+DI{0 O O, Qn G Qu |, |G Gn G ||
0 00 Qg Qg A3 gy Age Qg

Hier wurde das Element a,,, ausgezeichnet, offenbar gelten aber weitere
26 ahnliche Formeln, die man je durch Auszeichnung der Elemente a,y,..., Gys
erhdlt. Werden diese rechts wiederholt angewendet, so erhalten wir schlieBlich
auf der rechten Seite nur Matrizen, die in jeder Fliche nach jedem Index
hochstens ein nicht verschwindendes Element enthalten. Somit ergibt sich
durch Beriicksichtigung von (&) unsere Behauptung (8).

Wir bezeichnen nun mit P, dlejemge Matrix (m%), in der my, —
—m$, — m§,—1 und die iibrigen m$ gleich O sind, und mit P,‘f',’,;, diejenige
Matrix (m%), in der mi} —=m{’s—=m{s—=1 und die iibrigen m? gleich 0 sind,
wo i, iy, i3 und 4, [, I; Permutationen von 1, 2, 3 bedeuten. So kann

@ Q¥ =P, D" Pii,
geschrieben werden, wo D® eine kubische Diagonalmatrix ist. Ist nihmlich
0¥ = (a.,n,la.,m,[a.,m,) so ist
) = (11| dge| diss) Mt dyy, = @i,y dose = Qi 31,, diszs = ai,u,.
Also ergibt sich nach (b)

() D(Q™) =P - 2(DP) - | PR
Wenn wir noch beachten, daB
(6) D® — D@ E®

gilt, wobei D® = (d,,, dy, dy) eine gewdhnliche Diagonalmatrix mit d;; = di;,
(i=1, 2, 3) ist, so folgt auf Grund von (c)

(M D (D) = | D®)| = dyydpndss = i1, 05,2, 8,3,.
Da fiir A® = (a;u) auf Grund von (8)
oAV = 2 OPLDPl)

Gy iy tei by Iy 1y

D9
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gilt, wobei iiber alle Permutationen i,, i, i;, bzw. [, L,, [, von 1,2,3 zu sum-
mieren ist, so folgt aus (b), (5), (7) unser Satz.

Auf Grund des bewiesen Satzes sind die kubischen Determinanten durch
(a), (b), (c) charakterisiert.

Wir bemerken noch, daB sich unser Satz auf p-dimensionale Determi-
nanten verallgemeinern 14Bt. Zu diesem Zwecke muffi man nur die Operato-
rendefinitionen in geeigneter Weise modifizieren.
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