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Uber den zweiten Faktor der Klassenzahl und den
Irregularititsgrad der irreguliren Kreiskérper.

Dem Andenken des unvergesslichen Freundes, Prof. Tibor Szele gewidmet.

Von PETER DENES in Budapest.

Es bezeichne p eine irreguldre Primzahl, € eine primitive p-te Einheits-
wurzel, R({) den Kreiskdrper der p-ten Einheitswurzeln, 2—=1—¢, [=(4).
Bekanntlich ist (* ' = (p).

Der zweite Faktor der Klassenzahl des Kreiskdrpers R() ist:

A
(1) he=ﬁ.
wo 4 die Determinante _
PR S
) 4=|log &#*| T 8
‘i=0,1,..., &.2:.]
reprisentiert, in welcher '
(1—-)(1—")
3 § = -
‘ (1= —5")

ist und die symbolische Potenz s’ die Substitution — ('’ bezeichnet, wobei r
eine primitive Wurzel modulo p ist; ferner ist R der Regulator des Korpers
R(C), also die Determinante eines Systems von Fundamentaleinheiten

O1y .4, @p-3t
g =

2

(izo,l,....,-p—;—ﬂ.

Wir nehmen an, daf h., der zweite Faktor der Klassenzah! des Korpers
R(%) genau durch die f-te Potenz von p fteilbar ist:

(5) hf =p("qr
wobei ¢ eine zu p prime ganze Zahl bezeichnet.

| (k=l,2,...,p—_3—]
4) R=|log | :
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VANDIVER [6] zeigte, dali eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir p/he ist, daf eine der Einbeiten E;

& —3
Ei—=&% .'=l"“’pTJ‘

wobei G; eine symbolische Potenz
P_‘?
Gi=r"4sr %24 ... L 52 p-(P-9)i

bedeutet, die p-te Potenz einer Einheit in R($) ist. Wir wollen den Wert
f2 in (5) in der vorliegenden Arbeit genau feststellen.

Satz 1. Ist die primitive Wurzel r modulo p in der Weise gewdhlt, daf
die Kongruenz

(6) =1 (mod pF),
F > fo-+ 1 erfiillt wird und werden die Einheiten E;

0] Ei=¢5 (i= i &;_3),
durch die symbolischen Potenzen

®) Sim 1+ 5rY bt 4 5 T r-tr-n

erzeugt und sind schlieflich die Einheiten E: im allgemeinen p“-te Potenzen
von Einheiten aus R(%):

9) E;=o [i:: 13“%3]
d; € R(C), so ist

9;3
|
(IO) fz == Z:v.-.
=
BewEIs. Im Korper R(£) gibt es nach PoLLaczek [4] ein System von funda-

mentalen Einheiten 6y, ..., 0,3, fiir welche die folgenden Gleichungen bestehen:
2

o1 i . §
(11) P ] s [i:],...,"—zé'
wobei ¢ eine beliebige ganze rationale Zahl ist und H,,..., H, s Einheiten
R,
in R(£) sind. Wir wihlen
(12) ¢ > fo, jedoch F>ec.

Die Kreiseinheit # kann vermittelst der fundamentaien Einheiten in (11)
ausgedriickt werden;

(13) 8= 2 0x;
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hier bezeichnen aj, ..., a, 3 ganze rationale Zahlen. Wenden wir auf (13) die
k- &
Substitution s* an, so erhalten wir zufolge (11) eine Gleichung
p 3
rMP’* —
(14) 88__1-[ Pc (i=112:'-'!pT5))
in welcher Hi, ..., H,; Einheiten aus R() sind. Aus (13) und (14) ergeben
sich ferner X
r-3
i : -1 . p—>5
(15) log &' = > axr®** '.logoc+ prlog H: |i=0,1,..,~——|.
=

GemaB dem Multiplikationsregel der Determinanten erhalten wir aus (1), (2),
(4) und (15) die Kongruenz
i=o1,...253)

2

h p—3
(k—1,2,..., 2J

(5 hs=|au-P*""| (mod p°),

welche nach der VANDERMONDE’schen Losung

23 pd
2 3
(17) he= [T a IT (7" —rir™) (mod p7)
k=1 =D, j<i
ergibt. Da fiir 2i == 2j (mod p — 1) r27°"' == %" (mod p) gilt, folgt aus (17)
?'é'g
(18) , lﬂkEO (mod p%),
jedoch
&g
2
(19) II ax==0 (mod pfit).

Die Gleichungen (7) lassen sich mit Hilfe von (13) und (14) folgenderweise um-

formen:
-s
r-3

a3 20kpt~1-245 e
(20) E.—He*z ‘e (i=1,...,253)
wobei HY',..., H;’s Einheiten in R(L) bezeichnen. Die Summe an der rechten

Seite der Gleicht-mg (20) ist

rip-n 010

o |

: ikpe=1-24
(21) gﬂ: j
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Falls i-+k, r2""'-2==1 (mod p), folglich wegen (6) und (12)
p-i
-~
2 P2 — 0 (mod pF);

=0

im Gegenteil, wenn k=1 ist, ist zufolge (12)

T -
2t = £5= (mod p).

Hieraus folgt die einfache Form von (20):

FRE. .. . e
(22) Ei=mg;Z t -H{" (f= by ol _;-)_2_3]’

in welcher Hi”, ..., H;’; Einheiten in R(£) bezeichnen.
T

Aus (22) konnen wir — mit Riicksicht auf (12) — folgern, dal die
Einheit E; dann und nur dann die p"-te Potenz einer Einheit in R(C) ist,
wenn p"'/a; besteht. (18) und (19) ergeben mit diesem Resultat den vollstin-
digen Beweis des Satzes.

Der Wert des Exponenten f. kann mittels spezieller Zahlenreihen,
welche den irreguldren Kreiskdrper charakterisieren, bestimmt werden. Diese
Zahlenreihen wurden in fritheren Arbeiten folgenderweise definiert:

Das ,p-Charakter der Bernoullischen Zahlen” [1], uy, ..., u, s, werden
¥ 3

gemal der folgenden Kongruenzen, bzw. Inkongruenzen festgelegt:

_ "—l p—3)
(23) B_p,- =0 (mod p%*') lﬁ*' = hasa=g"]
(j=0,...,u—1),

(24) B, 30 (mod pret) ('—; s 32—3)

Das ,p-Charakter der Kreiskorpergrundeinheiten” [2], ui, ..., up-3, kom-
g
men in dem Grundeinheitssystem von R({) in folgender Form vor:

(25) P:‘.Eﬁ!;‘f’*ﬂf;.u:{p_lwzi (mod [":(P-’lh-Ei-H) l:= 1’ - ',pza)’

wobei my,...,mps,n, ..., n,; ganze rationale, zu p prime Zahlen sind.
=, &5
Der Exponent von p, mit welcher der zweite Faktor der Klassenzahl
von R() teilbar ist, kann mit Hilfe dieser Zahlenreihen folgenderweise ermit-
telt werden :
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Satz 2. Bezeichnet f, das Exponent von p, mit welchem h., der zweite
Faktor der Klassenzahl von R(Z) teilbar ist, so gilt

p__-S
(26) fo= 2 (ui—ui),
WO Uy =Up.3 das p-Charakter der Bernoullischen Zahlen und ui,...,ups
2 B

das p-Charakter der Kreiskirpergrundeinheiten sind.

Beweis. Erfiillt die Zahl F nicht nur die Bedingung in (6): F > fs,
sondern auch F>w, wobei w den Irregularititsgrad der Primzal p bezeichnet
[1], so sind die Einheiten E; in (7) dieser Arbeit mit den Einheiten g;

(j= 1"—;3) in (1], Satz 1) erseizbar, wobei fir i und j der Zusam-

menhang
== £._.—.._I —

2

gilt. Dariiber kann mann sich durch das Voliziehen der gezeichneten Opera-
tionen sofort iiberzeugen:
p-1

27) Ao IT L™ [,-:1,...,1’_—3}
k=1 2

und hier steht & fiir & — &*, gemaB der, in dieser Arbeit angewendeten Be-
zeichnungsart. (27) kann daher auch vermittelst symbolischer Potenz ausge-
driickt werden:

(28) g i (=1, 252

wo

o B . P AR O | .
(29) Si=sr 1 @Dy ... qgTpz 0 Y [,-___?1,__,2_5_3_]

ist. Mit Anbetracht auf (6) und auf &* =¢ folgt aus (8) und (29):

phe+ 1

(30) & =5 9,

mit einer Einheit 9 aus R({). Da die p“+'-te Potenz einer Zahl aus R({)
mit einer ganzen rationalen Zahl modulo p*“*' kongruent ist, folgt die Kong-
ruenz aus (30) und aus ([1], Relation (10)):

2
wobei A,,...,Aps, By,..., By-s ganze rationale, zu p prime Zahlen sind.

(31) E;=A;+ B;Av-Vw#2 (mod [(p-Dust2it1) (i =1,..., p_—-BJ’



168 P. Dénes

Wihlt man nun die Zahl ¢ in (12) auf die Weise, daf sie aufier (12)
auch der Bedingung ¢ > w geniige, so ist H;”# in (22) mit einer ganzen
rationalen Zahl g: modulo p"*' kongruent und damit folgt aus (22) die
Kongruenz:

(32) Ei=gio!""  (mod [(»-he+) (;‘ et S, 3;—3]

wobei y; eine zu p prime Zahl bezeichnet. Aus (25) und (31) ergibt also (32)
wegen [ = (p) sofort:

(33) S =1 253,

woraus wegen (10) der vollstindige Beweis des Satzes folgt.

In der friiheren Arbeit [1] habe ich das Problem aufgeworfen, ob der
Irregularitatsgrad w des Kreiskorpers R() fiir eine endliche Primzahl p end-
lich sein muB? Zwar verwahrscheinlicht die Gleichung (26) — wo fo unbe-
dingt endlich ist — diese Vermutung, zu dem prazisen Beweis dieser Tat-
sache sind noch einige, in spateren Arbeiten zu verdffentlichenden Eigen-
schaften des Kreiskdrpers notwendig.

Nun wollen wir die Endlichkeit von w fiir endliche p unter Voraus-
setzung der Richtigkeit der Klassenkdrperturmvermutung in einfacher Weise

bestatigen.
Der Klassenkorperturm wird zu einem endlichen algebraischen Zahl-

korper k folgenderweise aufgestellt: K, bezeichne den Klassenkorper von %,
K. den Klassenkorper von K;, und so weiter, im allgemeinen Ki;; bezeichnet
den Klassenkdrper von K:. So kann man die Reihe k, Ki,...., K., ... auf-

stellen.
GemaB der beriihmten Vermutung von FURTWANGLER soll diese Reihe

von KlassenkOrpern bei einer endlichen Zahl n abbrechen, d.h. die Klassen-
zahl von K, ist gleich Eins und K, ist mit seinem Klassenkorper identisch.

(Erorterungen fiir spezielle Fille siehe z.B.[5]).
Unter den Zahlen ui,...,up s sei etwa u{=w’ die grobte, wo w’ der

2
reduzierte Irregularititsgrad von R(L) genannt wurde ([2], § 3, S. 203.) Fiir
die Einheit ¢, in (25) gilt dann die Kongruenz

(34) ee=m; (mod [p*')
wobei m, eine ganze rationale, zu p prime Zahl ist. Da es ferner aus (27),
(32), (33) und ([1], Relation (10)) folgt, daB

(35) El™" =1 (mol [p“*™)

ist, bekommen wir aus (32):

(36) gl ol " =1 (mod [p**™).
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Nun ist wegen ¢ >w die Einheit H/””" mit der p“*!-ten Potenz einer ganzen
rationalen Zahl modulo p“+' kongruent, bezeichnet durch g;. Hieraus folgt,
dafl
gil=1 (mod p*+Y)

ist und da gemaf den Definitionen w = w’+ v, gilt, ergibt sich hiemit aus
(36):
37) d=ol" V=1 (mod (p*’);
jedoch ist die Kongruenz (37) fiir den Modul [p***' nicht mehr giiltig.

Ist w >0, so ist d; eine singulire Primirzahl in R({) [3] und die
Adjunktion der p-ten Wurzel von d, erzeugt einen Teilklassenkorper iiber
R(C). Die Zahl

»
Vo,

liegt also in Ki, im ersten absoluten Klassenkdrper von R(L). Wir nehmen

p —
an, daB nicht nur }/d,, sondern auch die Zahl I7,
ph
11,=Vo.
in K, liegt; die p-te Wurzel von 71, ist jedoch keine Zahl in K,. Aus der
Unverzweigtheit von K, iiber R(C) folgt, daB eine Kongrunez

(38) =1 (mod [p=)

bestehen mufl; ferner muB 2, eine endliche Zahl sein, weil der absolute
Grad des Korpers K; endlich ist und der Grad der algebraischen Gleichung,
welcher I7, geniigt, wenigstens p ist, den Grad von K, jedoch nicht iiber-
schreiten kann. Aus (37) und (38) gilt ferner

(39) w=2.

Gilt in (39) w'>2z, so ist die Zahl II; eine singulire Primirzahl in
K: und bestimmt ihre p-te Wurzel einen Teilklassenkdrper von K. Wir

b 4

nehmen wieder an, daB auBer }/7I, auch die Zahl

1L.=Vm

'
in K> liegt, die Zahl JII, jedoch nicht. Hier bezeichnet K> den absoluten
Klassenkdrper von K. Wie vorher, kdnnen wir fiir die Zahl 2z; die Zusam-
menhénge

dgr_—-— 1 (de lp"+")
und
(40) W =242
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folgern, wie auch die Tatsache, dafl 2. endlich sein muf. Gilt in (40) das
Ungleichungszeichen, so konnen wir auf gleiche Weise fortfahren. Da die
Anzahl der Reihe von Klassenkorpern bei n abbricht, kann K, keine singu-
lire Primdrzahl enthalten. Die entsprechende Relation von (40) fiir K, ist
also nur fiir das Gleichheitszeichen giiltig:

(41) W=21+2+ "+ 2

Die Zahlen 2i,...,2, und n sind sidmtlich endliche Zahlen; demzufolge ist
auch w’ endlich. Da aber w’ die grofite unter den Zahlen ui,. ., u;-s bezeich-

net, sind sowohl diese Zahlen, wie auch ihre Summe endlich. Ferne_r ist auch
die Klassenzahl von R(%) und daher auch f. endlich. Aus (26) folgt daher,
dab auch

)
-

I{il

u;.

-
!

also samtliche Mitglieder der Zahlenreihe u,,...,u,-5 endlich sind. Hiedurch

ist bewiesen, daB w — die groBite in dieser Zahlenreihe — selbst endlich
sein muf.
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