Allgemeine metrische Riume von skalarer Kriimmung.

Dem Andenken von Professor T. Szele gewidmet.

Von ARTHUR MOOR in Debrecen.

Einleitung.

In der Theorie der allgemeinen differentialgeometrischen Raume haben
J. A. SCHOUTEN und J. HAANTJES eine weitgehende Verallgemeinerung dadurch
erreicht, daBf sie fiir das Grundelement des Raumes eine kontravariante bzw.
eine kovariante Vektordichte gewéhit haben. (Vgl. [8]. Siehe die Literatur am
Ende des Artikels). Dadurch haben sie in der Geometrie der allgemeinen
differentialgeometrischen Rdume einen einheitlichen Gesichtspunkt erzielt.

Im folgenden werden wir in §1 die fundamentalen Formeln dieser
aligemeinen metrischen Rdume bestimmen, weiter in § 2 die Kriimmungsten-
soren der Rdume bestimmen, dann in § 3 die BERwALDsche Kriimmungs-
invariante des Finslerschen Raumes in bezug auf die allgemeinen metrischen
Raume erweitern; es wird sich herausstellen, daB in diesen Riumen zwei
Kriimmungsinvariante existieren, die miteinander nur in gewissen Spezial-
fallen iibereinstimmen. Die Kriimmungsinvarianten hdngen im allgemeinen
von der Zweistellung ab. Sind sie von der Zweistellung unabhingig, so ist
der Raum ein Raum von skalarer Kriimmung. In § 4 werden wir die Rdume
von skalarer Kriimmung untersuchen, und einige Resultate, die L. BERWALD
in seinem Artikel [2] fiir die Finslersche Raume entwickelt hat, auf diese
R4ume iibertragen. Wir beschranken uns dabei auf den kontravarianten Fall,
da unsere Resultate wegen der metrischen Dualitdt (vgl. [7]) auch fiir den
kovarianten Fall giiltig sind.

§ 1. Fundamentalformeln der allgemeinen metrischen Riume.

Zu Grunde gelegt sie eine n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit P,.
Wir erweitern P, indem wir jedem Punkt x‘(i=1, ..., n) von P, die kontra-
variante Vektordichte ' vom Gewicht p zuordnen und somit eine Mannig-
faltigkeit ®, der Elemente (x, u*) erhalten. Wenn in jedem Element von %,



208 A. Modr

ein Skalar L(x,u) — die ,metrische Fundamentalfunktion® — gegeben ist,
so ist B, ein allgemeiner metrischer Raum R,. Mit Hilfe von L(x, #) kann
man die Bogenldnge s,, der Kurve x(f) beziiglich des Feldes u'(f) der Vektor-
dichten durch die Formel

dx' dx"
81'2_" gtl'(x’ u) dt dt

bestimmen, wo der metrische Grundtensor ga(x, u) des Raumes R, durch

__»r 62 (__l__ L? a! (__1_ L!]
(1.1) il T e v i
’ e awonr * ' ou gu*

gegeben ist. (Vgl. [6] insb. S. 73). Im folgenden nehmen wir an, dab np==1
besteht.
Das invariante Differential eines Vektors §(x, u) ist:
D =dE + I} ¥ dx' + Cj ¥ du”,
das man auch in der Form
(1.2) DE —dE + & dx* + Ajy¥ 0" (d)
schreiben kann, wo *(d) das invariante Differential des Einheitsvektors
{* bedeutet. Die GroBen

A;;.-=LV§C;&, g = Det|gu|
und
Iji="TIj—Aj, To
sind aus der Grundfunktion L(J:, u) ableitbar. (Vgl. [8] und [4] S.242—246).
Der Ubertragungsparameter I ist in den unteren Indizes j, k& symmetrisch.
Den Torsionstensor Aj. bekommt man aus g; durch die Operation:

”k ngil 60&
in der Form:

T O 1
(1.3) Ajk=?gugj0”k ' Ajix = ?gji“k-

Verschwindet der Torsionstensor im ganzen Raum R,, so ist der metrische
Grundtensor gi nach (1.2) allein von x' aohingig, der Raum R. ist also
ein Riemannscher Raum.

Aus der Definitionsgleichung (1.3) bekommt man nach Verjiingung den
Torsionsvektor

(1. 4)
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In einem Raum R, kann man das InhaltsmaB nur in bezug auf ein Feld der
Vektordichten
u' = u'(x)
definieren. Es ist
V=_[Vg'_(x, u(x))dx'...dx".
(m)
Die Relation

(1.5) A;—0

charakterisiert also nach (1.4) diejenigen Rdume, in denen ein InhaltsmaB im
gewdhnlichen Sinne, d.h. ein vom Feld «'(x) unabhingiges InhaltsmaB
existiert. Offenbar haben die Riemannschen Rdume diese Eigenschaft. Ein
aligemeiner metrischer Raum R,, in dem (1.5) giiltig ist, der aber nicht ein
Riemannscher Raum ist, wird von der Grundfunktion :
: |

(1.6) L(x, u)=@(x) (u' u®... u)*~, n>2
bestimmt, wo aber die Dimensionszahl n eine ungerade Zahl ist.

Das kann leicht gezeigt werden, wenn man beachtet, daB die Determinante

b . o1 (L)
a = Det |aa/, Q=5 oo
in der Form
l]='-L‘“H L1
darstellbar ist, wo die Funktion L, die Determinante
*L | oL
L, =—l,Det LA LA
L oL 0
au* |
bedeutet. (Vgl. [1] Formel (1.2) und (1.4) auf S. 85). Nach (1.1) wird dann
1 n+l 1

g=a W 1=L w1 T,

Nach Einsetzen der Grundfunktion (1.6) in diese Formel von g, folgt unsere
Behauptung. Wir bemerken noch, daB nach einer konformen Transformation
2o0(x) .

én = € i
aus einem Raum in dem (1.5) giiltig ist, ein ebensolcher Raum entsteht.
(Vgl. [3], § 3).

Herr A. DEICKE hat in seinem Artikel [5] bewiesen, daB ein Finslerraum
mit A;=0, falls L >0 besteht, notwendigerweise ein Riemannscher Raum ist.
Dieses Resultat kann man auch auf die allgemeinen metrischen Rdume ilber-
tragen (vgl. [7] insb. S. 180). Die durch (1. 5) charakterisierten R4ume kdnnen

D14
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also keine positiv-definite Metrik haben. In diesem Falle miissen wir also
unsere Untersuchungen auf eine solche Teilmannigfaltigkeit der Grundelemente
(x, u) beschranken, wo L(x,u) >0 giiltig ist.

Uberschieben wir den Torsionstensor mit dem Einheitsvektor

(1.7) F— Lb , M.,
so wird aus (1.3)

(1.8) Aoix = Aix == pl; Ay,
bzw.

(1.9) Aijo =0, A,=0.

(Vgl. [4] S. 244—245). Man erhdlt noch den Torsionsvektor A: durch die
Verjiingung von A/, auf j, k aus der Gleichung :

(1.10) Al = A(1—(n—1) p).

(Vgl. [4] S. 245).
Wir kehren nun wieder zum invarianten Differential zuriick. Statt (1. 2)
kann man das invariante Differential eines Vektors & noch durch die Formeln

(1. 11) DE —=E' | dx* + E; 10" (@),

(1.12) DE =dE + w'y(d) &

bestimmen, wo &'|; die kovariante Ableitung von & und &;. den Tensor
' 3 Y E'Ix-i—A.tg

bedeuten. Es ist

(1.13) §|z—§%—5‘}hl‘5§+l‘:§§ﬁ

(1. 14) o'5(d) =TI rdx + A}, 0" (d).

(Vgl. [3] S. 296—297. Bei R. S. CLARK steht statt &|. das Symbol D&, bzw.

statt &;, das Symbol 13. &). Die Vektoren und die Tensoren sind bei unseren
Untersuchungen stets homogen von nullter Dimension in den «'. Das in-
variante Differential sowie die kovariante Ableitung des metrischen Grund-
tensors ist Null:

(1.1%) Dga=0,
(1. 16) Za|m=0.
Fiir den Einheitsvektor [* ist nur die Formel
(1.17) Flx=0

giiltig.
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§ 2. Kriimmungstheorie.

Bilden wir die Vertauschungsformel der kovarianten Ableitungen eines
kontravarianten Vektors & im allgemeinen metrischen Raum },, so bekommen
wir die Formel (vgl. [4] S. 249):

@1) Elelm—E|m |t = Ryim & — Rt &l
wo der Tensor R;%,. durch
(2.2) R = 15-‘— i alleLom+I5idV w—[k|m]

gegeben ist. Dabei bedeutet das Symbol [k|m] den ganzen vorigen Ausdruck
mit vertauschten Indizes k£ und m. Wir werden den Tensor (2.2) im folgenden
als Hauptkriimmungstensor des R, bezeichnen. Er ist, wie das die Gleichung
(2. 2) zeigt, in den beiden letzten Indizes schiefsymmetrisch. Im falle p =0,
also im Finslerschen Raum, spielt dieser Tensor in der Aquivalenztheorie
eine wichtige Rolle (vgl. [9], insb. die Formel (3. 13) und den Satz 4.). Im
folgenden wird dieser Tensor einen Teil des vollstindigen Riemannschen
Kriimmungstensors bilden.

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der vollstindigen Kriimmungstersoren
des Raumes R, iiber. Die Methode, die wir fiir die Bestimmung der
Kriimmungstensoren anwenden, riihrt von E. CARTAN her, und wird fiir dhn-
liche Zwecke fast immer benutzt.

Bedeuten ,d“ und ,0“ zwei vertauschbare Differentiationssymbole, , D“
und ,4“ die zu ihnen gehorigen invarianten Differentiale, so erhdlt man die
vollstindigen Kriimmungstensoren des Raumes R, durch die Berechnung des
Ausdrucks :

(4D—DA)E,
wo & einen beliebigen Vektor im Ji, bedeutet. Auf Grund der Gleichung
(1.11) wird nach (2. 1), weiter, in Hinsicht auf die Vertauschungsformeln von
E. T. Davies (vgl. [4], S. 249) und wegen m"=0;
(A4D—DAE = Q/'E
wo £/ den Ausdruck:

23) Q% Riw[dxdx] + Pienld o] 4 5 Sfmfor on]

bedeutet. Dabei sind die eckigen Klammern duBere Produkte von Pfaffschen
Formen. Die expliziten Ausdriicke der drei vollstindigen Kriimmungstensoren
sind:

(2.4a) Rivm %8 Rivm + Af Ry vy

(2. 4b) Plin 9 Ik ln—Ad'm e+ A L [Iml

(2. 4¢) Siim % A W A — AL Al
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Wir bezeichnen den Tensor R/ als vollstindigen Riemannschen Kriimmungs-
tensor des Raumes R.. Er ist die Verallgemeinerung des Riemannschen Kriim-
mungstensors eines Punktraumes.

Beniitzt man bei der Herleitung der vollstindigen Kriimmungstensoren
statt (1. 11) die Gleichung (1. 12) so bekommt man
(2.5) Qi = [t — ('),
wo (w%)" die duBere Ableitung der Pfaffschen Form (1.14) bedeutet. Es ist

(w%) = dw'(d)—Jdw'i(d).
Mit Hilfe der Formel (1. 12) folgt leicht auf Grund von (1. 15) die Identitét:
(DA—A4D)ga— g 2 + 282" =0,
die die schiefe Symmetrie der vollstindigen Kriimmungstensoren in ihren ersten
beiden Indizes beweist. Aus (2.2), (2.4a) und (2. 4c) folgt daB die Tensoren
Riéxm und Sywm auch in den Indizes k, m schiefsymmetrisch sind.

Die Tensoren (2 4a)—(2. 4c) stimmen formal mit den entspechenden
Tensoren des Finslerschen Raumes vollstindig iiberein, doch kommt der
Unterschied sofort zum Vorschein, wenn man sie mit / iibeschiebt. Nach (1. 8)
werden dann die Formeln das Gewicht p der Grundelemente explizit enthalten.

Durch Bildung der duBeren Ableitung von

R — [wu‘w*k]—(w“.)’, 2a= gk.-.Q.-_"
erhalten wir die erste Gruppe der Bianchischen Identititen. Es wird:

(2.6) 24— [0 8ir] + [w":82] = 0.
Setzt man in dieser Gleichung o'(d) = w'(d) =0, so wird:
(2.7) Rijitlm + Pijir R0 1m + {k, I, m} = 0.

wo {k,I,m} weitere Glieder mit der zyklischen Permutation von k,I,m
bedeuten.

Die zweite Gruppe der Bianchischen Identititen erhdlt man durch die
Berechnung der Torsion des Raumes. Beachten wir die Relationen

Dxt =dx‘, Ax'=4dXx,
die offenbar fiir die Differentiationssymbole ,d“ und ,d“ bestehen, da x' ein
Skalar ist, so wird

44D — DA)x' — Ajx[dx’ o'

die Torsion des Raumes bestimmen. Durch Bildung der duBeren Ableitung von
£2° bekommt man:
(2.8) Q' —[dx 2,] + [« 827 =0.
Wenn wir jetzt die nach (1.12) und (2.5) leicht folgende Relation

(@) = — ¢+ [wtwit]l)

1) Es ist nach (1.12)
(oY =dAF—8DIF — P {(w*) —[o'j0"]} + [o'e').
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beachten, wird man nach der Substitution ‘=0 zur Identitat
(2.9) Rijim + Aijr R on + {J, k, m} =0

gelangen, die die zweite Gruppe der Bianchischen Identitaten ist.

Aus den Gleichungen (2.6) und (2. 8) kdnnte man noch weitere Rela-
tionen ableiten, was wir aber nicht durchfilhren wollen, da im folgenden nur
die oben angegebenen Formeln von Bedeutung sein werden.

Wir wollen jetzt den Tensor P, untersuchen. Es ist wegen der schie-
fen Symmetrie in den ersten beiden Indizes

Pl}'l'm + F)ju.-m = 0-

Setzen wir in diese Gleichung die aus (2.4b) berechneten Werte von P,
ein, so wird wegen (1,16) und wegen der Symmetrie des TForsiontensors
Agjl-l... in l,j die Relation

1 +* +* o
(2.10) Ajjmlr = 5 (gl ilk“m +gul; ‘k"m) + A s ilm I

bestehen. Substituieren wir jetzt diesen Wert von A;.)x in die Gleichung
(2. 4b), so wird:

1 .
(2.11) Pijon == (8t 1< tlm—&u L lm)-

(Die Indizes in (2.4b) miissen vorher selbstverstindlich he unergezogen
werden). ;

Wir zeigen jetzt, daB I'’|. allein durch den Torsionstensor Ay und
dessen kovariante Ableitungen ausdriickbar ist. Uberschieben wir die Glei-
chung (2. 10) mit /, so wird nach (1. 17) und (1. 8):

(2.12) PliAnly = = (Ll + Il l) + PLAL il

und wenn wir (2.10) mit g¥ iiberschieben, dann bekommt man nach (1.4)
und (1. 16):

(2.13) Anle =T+ AL il
Multiplizieren wir jeizt (2. 13) mit p/, und subtrahieren von (2. 12), so wird:
(2.14) W= 2PL0 s w— & LVl

Aus (2. 10) folgt nach (1. 3):
(ijk, m) %! —;— (ﬂ;w;". + Fjallw) = Aijml + Aim ik + Aita I — Ay L7l

Bilden wir den Ausdruck
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so wird nach kleineren Umformungen in Hinsicht auf die Symmetrie der

L in { und k:
F:J;:”m = Al'.jmlk + Akfnfi_"Aikm‘fg‘j_‘Aijr F:rk”.. I'—
— A Ll + Asr ' Tl
Aus der Gleichung (2.14) bekommt ‘man nach Uberschiebung mit g7*:

(2. 16) F:.lerﬂ 2pl'r!qk"m _g"I f‘k"-l"

Setzen wir diese Werte in (2. 15) ein, so wird nach der ersten Identitat von
(1.9):

(2. 15)

Tl = Alwle A+ Alwli— Asmhg” + A LLT s+ AT LYl —
— A L g
Nun missen wir 41} berechnen. Uberschieben wir (2. 10) mit /* und
substitutieren wir den Wert von l‘F.".,[|., aus der Gleichung (2. 16), so wird:
218) LT+ Agulo = PUT I+ LS ) — A T

Wir iberschieben nun (2. 12) mit ¥, dann wird auf Grund von (2.13) die
Relation

(2.17)

[ Ty T
bestehen. Somit erhdlt man aus (2. 18):
(2.19) WL+ Aiim = PUGLE I A+ LY Sl — A" L3 lm)-

Das Analogon der Gleichungen (2. 17) und (2. 19) im Cartanschen Raum
hat L. BERWALD abgeleitet’). Es steht aber im Cartanschen Raum statt p der
Wert 17) und statt des Symbols ||, hat man das Symbol ||°. Wir konnen jetzt
weiter analog verfahren, also den Wert von 417 j|l. aus (2.19) in (2.17)
substituieren, dann eine Verjiingung auf , j durchfiihren, weiter

(2. 20a) O+ pAc Ay —=Hy, Hy —1,
(2. 20b) H K = H! K, — &¢
(vgl. [3] S. 296) beachten, auf diese Weise wird nach leichten Rechnungen:
| = Al + Admli— Aamh @’ — A" Anmlo— A" Avinlo+ A" Al +
(2.21) +pKI(Aulr—A’Aspals) (L AZ + LAS —FPAS — AT AN — A AL+
+ Aa’ AY).
Aus (1. 4), (2. 10) und (2. 21) folgt, daB die Relationen
(2.22a) I'7ijn=0, (2. 22b) A} =0
miteinander gleichberechtigt sind. Besteht in einem Raum R, die Bedingungs-
*) Vgl. Acta Math. 71 (1939), 218—219, Form. (16.3) und (15.7).

) Das Grundelement des Cartanschen Raumes ist eine kovariante Vektordichte vom
Gewicht —1.
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gleichung (2. 22a) oder (2. 22b), so ist nach (2.11) der Kriimmungstensor
Piim =0 und die Bianchischen Identititen (2.7) haben dieselbe Form, wie
in einem Riemannschen Raum.

Aus (2.11) und (2. 21) folgt fiir den Tensor Pj;.. die wichtige Formel:

P",J"km o~ Aﬂuﬂli T AlkmL + Aikr A:jwlu_ Aﬂar An’miu +p1(t!(Amlf-" AuAufm]a) X

(2.23) . B s
X(LiAjw — i A —Aj" Ai + A’ Ary).

§ 3. Die Kriimmungsinvarianten des Raumes.

I. Der allgemeine Fall. L. BERWALD derfinierte in seiner Arbeit
[2] dal Kriimmungsmal des Finslerschen Raumes mit Hilfe des Tensors R,.;.
In einem allgemeinen metrischen Raum i, sind zwei verschiedene Verall-
gemeinerungen des BeERwALDschen KriimmungsmaBes moglich, denn es ist
im Falle p <=0 nach den Gleichungen (2.4a) und (1.8) im allgemeinen

Ro-‘om#:Puim-
Da im Finslerschen Raum wegen p =0, nach (1. 8) und (2. 43)
Rur’umzﬁoiw
besteht, erhdlt man dasselbe KriimmungsmaB, wenn man bei der Bildung
den vollstindigen Kriimmungstensor oder den Hauptkriimmungstensor ver-

wendet.
Wir definieren jetzt durch die Formeln

(3.1) B(x, u, ) — (g‘_f"_‘“;j;)"; =
und
(3.2) B(x, u, ) == R T

(ga—Lb)n'n*

die zur Zweistellung (Z, 7*) gehorigen Kriimmungsinvarianten des allgemeinen
metrischen Raumes .. Wir wollen B als HauptkrimmungsmaB und B
als vollstindiges Kriimmungsma8 von 3}, bezeichnen.

Offenbar kommt in (3.1) und in (3.2) nur der symmetrische Teil der
Tensoren R, und R,.; vor. Aus der Gleichung (2.9) kann der schief-
symmetrische Teil von R,.. leicht berechnet werden. Uberschieben wir (2.9)
mit //*, und beachten wir die schiefsymmetrischen Eigenschaften des voll-
standigen Riemannschen Kriimmungstensors, so wird:

(3.3) Ry 5 (Rin— R = 5 PA(R s — LR w+ hRS).

Aus dieser Formel sieht man, daf im Finslerschen Raum, also fiir p=0,
der aus dem vollstindigen Riemannschen Kriimmungstensor gebildete Tensor

R.... symmetrisch ist.
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Jetzt wollen wir den schiefsymmetrischen Teil des Hauptkrimmungs-
tensors bestimmen. Aus der Gleichung (2. 4a) folgt nach Uberschiebung mit
I* in Hinsicht auf (1.8).

(3. 43) Rojkﬂ — R_ojlsll +plerﬁorkm »
und nach einer neuen Uberschiebung mit /¥ wird:
(3. 5) Rojoal — Ewo- +P1; Arﬁorom .

Setzen wir nun die Werte aus (3.4a) und (3. 5) in die Formel (3. 3) ein, so
wird nach (1.9):

(3.6) Rejitols) g% (Roiox— Roxoi) = % PAJR«x—2L:R. s+ 2L Ry).

Die Formel (3.4a) bestimmt den Tensor Ruw durch Ryu.. Fiir das
folgende wird es wichtig sein, auch Ruum durch Ro. auszudriicken. Nach
(3. 4a) ist wegen (1.9)

ArRo;'k —— Ar Pﬂrjk;
somit erhdlt man aus (3. 4a)
(3. 4b) Rojtm == Rojim— Pl A Ry im.
Wir beweisen den
Satz 1. Ist der Tensor Re.. symmetrisch, dann ist auch der Tensor

Roio. symmetrisch, und die beiden Kriimmungsinvarianten des Raumes R, stim-
men iiberein.

Bewess. Nach der Gleichung (3. 5) ist:
Rojom—Romoj = 2Rotjioim) + P Ar(li RS om—ln Ro"5}).

Nach unserer Bedingung ist aber Ropjjoimy=0, somit bekommt man aus der
letzten Gleichung nach Uberschiebung mit // wegen der schiefsymmetrischen
Eigenschaften des vollstindigen Riemannschen Kriimmungstensors die Glei-
chung:

(3.7a) PAR wu=0.

Auf Grund von (1.9) folgt aus dieser Gleichung wegen (3.5), daB auch
(3. 7b) PAR om=0

besteht. Nach (3. 7a) folgt aus (3.6) wegen Ryuou—0, daB<auch
(3.8a) PAR 1m =0

giltig ist und nach (3. 4a) folgt auch die Relation
(3. 8b) PARcn =0.
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Aus den Gleichungen (3. 3), (3. 7b) und (3. 8b) folgt, daB
Rojijo) =0
besteht, und das beweist die Symmetrie des vollstindigen Kriimmungstensors.
Aus den Gleichungen (3.4a) und (3. 8a) folgt noch
Rojrm = ﬁojku ’ Rojom = ﬁojus

und das beweist nach (3. 1) und (3.2) die Identitit der Krimmungsinvarian-
ten. Damit haben wir den Satz 1. vollstindig bewiesen.

Wir werden jetzt untersuchen, wieweit sich der Satz 1. umkehren 14Bt.
Es besteht der

Satz 2. Besteht in einem allgemeinen metrischen Raum R, die Relation :

(3 9) B(X, u, 13) o E(x! u, ﬂ)t
so bestehen auch die Relationen (3. Ta) und (3.7b), d. h.
(3.10) B B

BEwEis. Wie schon bemerkt wurde, kommen in (3.1) und (3.2) nur
die symmetrischen Teile der Tensoren R und Roix vor. Dabei bedeutet
z. B. der symmetrische Teil von R..x den Tensor:

Roijolry « % (Roiox + Rokoi)-

Aus unserer Annahme (3. 9) folgt unmittelbar

Roglolty = Rogijom)-
Auf Grund von (3.5) bekommt man aus unserer letzten Gleichung:

pliArﬁorok‘i'plkArﬁoroi:O-
Nach Uberschiebung mit /¢ folgt sofort das Bestehen der Gleichung (3. 7a).
Aus (3.5) und (3.7a) folgt dann die Gleichung (3.10) und daraus auch
(3.7b) w.z.b. w.
Besteht in einem allgemeinen metrischen Raum R. die Relation (3. 9),
so ist

3. 11) Rigpalcins %ﬁm i

Nach dem Satz 2. ist ndmlich in einem durch (3. 9) charakterisierten Raum
R. die Gleichung (3. 7a) giiltig. Uberschieben wir also (3.6) mit I, so be-
kommen wir auf Grund von (3. 7a) eben die Relation (3. 11). Die Gleichung
(3. 11) ist nicht in allen Rdumen erfiillt. Ein explizites Beispiel dafiir liefert uns
die Gleichung (3.21). Daraus folgt noch, daB Ry in i,j im aligemeinen
nicht schiefsymmetrisch ist. Es folgt leicht der

Satz 3. Die Relation (3.11) ist charakteristisch fiir die Rdume, in denen
die beiden Kriimmungsinvarianten iibereinstimmen.
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Bewels. Uberschiebt man (3. 6) mit /Y, so bekommt man nach (3.11)
und wegen der Schiefsymmetrie von R, in i,k eben die Gleichung (3. 7a).
Aus (3.1), (3.2) und (3. 7a) folgt dann die Gleichung (3.9), w. z. b. w.

*
* %

II. Der zweidimensionale Fall. Im zweidimensionalen Raum
R, kann in jedem Grundelement (x‘, »') des Raumes zu dem Einheitsvektor
I* ein orthogonaler -Einheitsvektor &' bestimmt werden. Im Finslerschen Fall
hat diese Konstruktion L. BERWALD durchgefiihrt in seiner Arbeit [1] (vgl. S.
89), die aber auch fiir den allgemeinen Raum W, bestehen wird. Vollstindig-
keitshalber stellen wir die wichtigsten Formeln fiir die Vektoren /%, h* zusam-
men. Es ist

(3. 12) hi=—8£*!k, h,-=—8.1-lk,

wo der schiefsymmetrische Tensor &¢* durch

) G 11_,_.‘21=L
M =2=0, & & 7z s
&y =8n=0, ‘i'u:"'s!:"“:VE
angegeben ist. Nach (1.16) und (1.17) hat man:
(3.13) &7 =0, &5k =0,
(3.14) |y =0, hil =0.
Zwischen den Grundtensoren bestehen die wichtigen Relationen :
( O = LI+ hih"*
(3 15) ’g.’g =L+ h:ihi
( &g =L — Ll
Die Vektoren [, h; bilden ein normiertes orthogonales Zweibein; mit
Hilfe dieses Zweibeins konnen alle Vektoren und Tensoren des Raumes R,

ausgedriickt werden. Wegen den schiefsymmetrischen Eigenschaften des voll-
stindigen Riemannschen Kriimmungstensors wird Ry.. die Form

(3 16) R;ﬂ.-... = Rl-‘ij&..
haben. Dabei ist R wegen
g =2

1 g
. _4_ R'_J‘M & gkill.

R(x, ») ist der Kriimmungsskalar des zweidimensionalen Raumes N,. Aus
(3. 16) bekommt man nach Uberschiebung mit # in Hinsicht auf die Glei-
chung (3. 12)

(3. 17a) Rojim = Rhjtrm,
(3. lTb) Rujom e thhm-
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Aus dieser letzten Gleichung sieht man unmittelbar, daB der Tensor Roisx im
Raum ), immer symmetrisch ist.

Setzt man (3. 17b) in (3. 2) ein, so laBt sich nach der zweiten Gleichung
von (3.15) behaupten: /n einem allgemeinen 2zweidimensionalen metrischen
Raum R, ist das vollstindige Kriimmungsmaf B allein vom Stiitzelement
(x, u) abhdngig; d.h. es ist von der Zweirichtung (¥, ¥) unabhingig. Man hat

B(x, u) = R(x, u).

Um die Beindarstellung des Tensors R,= bestimmen zu konnen, mils-
sen wir vorher die Beindarstellung des Torsionstensors bzw. des Torsions-
vektors feststellen. Nach (1.9) hat man

(3.18) Ai=Jh,
woe
J=Aht

den Hauptskalar des Raumes bedeutet.’) Da der Torsionstensor A, in i, j sym-
metrisch ist, so wird er nach (1.9) die Form

(3.19) Agp = Jlilihy+ gh.-h;m + g(fsh; + hilj) b

haben. Aus (1. 8) folgt nach (3. 18)

Auukszk=3hk; 3=P3;
(N 1)

und wenn wir noch (3. 19) beachten, bekommt man :
J+I=2J, g=(1—P)3-

mn @

Wir zeigen noch, daf J=0 ist. Nach (1.8) und (3. 19) ist wegen [LA*=—0
®)

Acih' = AP ¥ =3 =0.

@

Der Torsionstensor hat also nach (3. 19) die Form:
(3 20) Agjx =p31.f;hg +(l —p)f}h.h_,h;
Aus dieser Gleichung folgt, daB im Falle p =1 die Relationen
AijrArklu — 0; ArArk- = 0
bestehen, somit wird nach (2.20a) und (2. 20b)
H. =K. =4,
ebenso wie im Finslerschen Raum, also bei p=0 bestehen. Mit Hilfe der
#) Vgl. [1] Formel (4.6), S. 89. Im Fislerschen Raum kann man den Hauptskalar

unmittelbar mit Hilfe des Torsionsvektors A,; definieren, da A;; in allen ihren Indizes
symmetrisch ist.
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Gleichung (2. 23) kann sofort verifiziert werden, dab filr p=0, oder p=1
im Raum R, der Tensor Pj,. dieselbe Form hat, undzwar ist:

Pi;'l'm: jl-mli"‘"‘Aikm Ij»

Nach einer Uberschiebung mit / wird aber gemadB der Identitit (1.8) der
Tensor P filr p=0, bzw. p=1 verschiedene Formen haben.

Jetzt werden wir den Hauptkriimmungstensor untersuchen. Nach (3. 4b),
(3.17a) und (3. 18) wird:

Puji.‘nl = R(’U"‘P‘{‘ifj)&m ']
und nach (3. 12) in Hinsicht auf die Schiefsymmetrie von &; wird:

(3.21) Rojon = R(hj—p3 L) b
Mit Hilfe der Gleichungen (3.17b) und (3. 21) konnen wir leicht den folgen-
den Satz beweisen:

Satz 4. In einem allgemeinen metrischen Raum R, kann
(3.22) Rujom = Rejom
nur in folgenden drei Fillen bestehen :

a) p==0, N, ist also ein Finslerscher Raum :

b) Es ist R=0;
¢) Der Raum ist ein Riemannscher Raum.

Bewels. Offenbar folgt aus (3. 17b) und (3. 21), daB (3.22) nur dann
bestehen kann, falls ¢) p—0, #) R—0, oder y) 3—0 besteht. «) bzw.
@) ergibt schon unsere Behauptung a) bzw. b). Im Fall y) ist also J=0,
dann wird aber nach (3.20) und (1.3) der metrische Grundtensor gx von
u* unabhdngig sein; R, ist also ein Riemannscher Raum, w. z.b. w.

Der Zusammenhang zwischen die Kriimmungsinvarianten B und B eines
R, kann auf Grund der zweiten Relation von (3. 15) leicht bestimmt werden.
Aus (3.1) und (3. 21) folgt

5 = L

B(x,u, 5)=R—pJIR hetp "
Beachten wir jetzt, dab in den zweidimensionalen Riumen B =R ist, be-
zeichnen wir ferner den Winkel der Vektoren /; und »/ mit ¢, so wird:")

B= B(1—p3 cotg ¢).

%) Es ist ndmlich /,9i=-ycos ¢, h,z"=ysin ¢, da [, und A, orthogonale Einheijtsvek-
toren sind. Der Vektor 5 kann immer in der Form:

7i=ycos I+ sin ph'
dargestellt werden, wo 7 die Linge des Vektors 3¢ bezeichnet,
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Wir wollen in diesem Paragraphen noch die Bianchischen Identititen
des R, untersuchen. Wir werden zeigen, daB im R, die Gleichungen (2.7)
in zwei Gruppen zerfallen, undzwar :
(3. 23a) Riji|m+{k, I, m} =0,
(3. 23b) P\'jh'R;lm‘i"{k, l; M}ﬁo-
Offenbar miissen wir nur (3. 23a) beweisen; die Relation (3.23b) folgt dann
unmittelbar aus (2.7) und (3. 23a). Nun ist aber nach (3.16) im R,

Rixt|m+{k, 1, m} = R|«(Omen+ Oreim + d:&-&)li;'-

Setzen wir jetzt in diese Gleichung die Werte von d) und &, aus (3. 14) ein,
so folgt sofort (3. 23a), w.z.b. w.
Auch die Gleichungen (2.9) zerfallen im R, in die zwei Gruppen :

(3. 24a) Rijom+ 1/, k, m} =0,

(3. 24b) Aijr Roxm =+ 1, k, m} = 0.

Auf Grund von (3. 16) ist namlich

(3.25) Rijim + 1/, ky M} = R(&i;8em + &ixtmj + Eim&js)-

Nach der dritten Gleichung von (3. 15) folgt aus dieser Gleichung unmittel-
bar (3.24a), w.z.b.w. Die Gleichungen (2.9) und (3.24a) ergeben dann
selbstverstindlich auch (3. 24b).

Die Gleichungen (3.23a) und (3. 24a) hingen letztenfalls mit der Tat-
sache zusammen, daB im R, der vollstindige Riemannsche Kriimmungstensor
wegen seiner schiefsymmetrischen Eigenschaften im wesentlichen nur die ein-
zige Komponente R,,,, hat. Wahit man in (3. 23a) filr j, £,/ die Werte 2, 1, 2
und auch in (3. 24a) fiir j, k, m die Werte 2, 1,2 so kann man diese beiden
Identitidten sofort verifizieren.

L. BERWALD hat im zweidimensionalen Finslerschen Raum anstatt der
Gleichung (2.7) die Identitat

(3.26) Jut+ IR+ Rs=0

abgeleitet, die auch als die Bianchische Identitdt des zweidimensionalen Fins-
lerschen Raumes betrachtet werden kann (vgl. [1], Gleichung (7.8), S. 92).
Wir wollen jetzt das Analogon dieser Gleichung im allgemeinen metrischen
Raum R, bestimmen.

Wir definieren die folgenden Operationen :

@;q_ﬂ @(nfi 3 (Daq_c! @(‘jhi; (paq—gd)“‘h','

oD
- 4 w ’

(Diese Operationen sind im Falle p =0 offenbar mit den von L. BERWALD
in [1] angegebenen entsprechenden Operationen identisch. Wir werden seine

—®@||;Iy%;, D% L)g?
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Bezeichnungen beibehalten). Die Gleichungen (1.17) und (3. 14) kann man

in der Form:
bo=—I, hey=—I5NK

schreiben. Mit Hilfe der Formeln fiir /g7, die E. T. DAVIES in seiner Arbeit
[4] angegeben hat, kann man in Hinsicht auf (3. 15) die folgenden Formeln
ableiten (vgl. [4], (3. 1)—(3.5) und (5.4)—(5.6)):

%E_ = L V?(lm +pAm)I,o'u"k!

(LVe") i =LVgr(h+pAy),

|| j=—Uhi—(1—p)Jh'h;.
Wir konnen jetzt die folgenden Vertauschungsformeln leicht verifizieren :

Doy — Payiy = — R P|| 5,

D|jllx— P@[xll; = (e + P A) @|;—(l;+ P A)) Px,
Dy ||x— @l|xy = — I+ 7|1 D ;.
Aus diesen Gleichungen erhédlt man:
Dy,— Ppy— —R D5,
Dy, — Dyo = — @y + pI Q.+ I3 L PR D,
Dpy— Py — — D, — (1 —p)I P, — ;|| LB K D).

Die Gleichung (2.21) ergibt die Beindarstellung des Tensors I7,j||;, wenn
man A;; mit Hilfe von (3. 20) ausdriickt. Wir miissen aber vorher die Bein-

darstellung des Tensors K7} durch (2.20a) und (2.20b) bestimmen. Nach
(3. 15), (3.18) und (3.20) wird:

l('le\fh_l_s—.h/kh

wo
~ 1
.27 Y=
) . 1+p(1—p)F
ist. Somit erhalt man fiir die Vertauschungsformeln :
(3. 28a) Dy, — Dy, = — R D,

(3. 28b) Dys — Pop = — . —(1—p) I P, — (1 —p)I" Ps,

(3.28c)  Dy—Dyp==— Dy +pIP,—p(J—(1—p)IY") Ps,

wo J* den Ausdruck

(3. 29) 3=+ 23— (1—p)IJ)

bedeutet. Die Jacobische Identitat ist:
[Pas — Ppos — (P — Pone) ] + {5, b, 3} =0.

(Vgl. [1], Gl. (7.7), S. 92). Nach den Gleichungen (3.28) bekommt man:
—(1=D)%—3"+ 23— (1 —p)IJ") ]| P —

—[Rs+ IR+ (1—=p)I 42 (I —(1—p) 31 3* — (1 —p) IJP)] Ps = 0.
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Nach den Formeln (3.29) und (3.27) ist aber der Faktor von @, gleich
Null. Beachten wir noch die Willkiirlichkeit des Skalars @, so bekommt man :

(3.30)  Rs+IJIR+(1—p)F +PRe—(1—p)BI —(1—p)IJJi) =0.

Diese Gleichung ist also die Bianchische Identitit des allgemeinen mertischen
Raumes R,. Im Falle p—0 geht (3.30) nach dcr Relation (3.29) in (3. 26)
iiber. Fiir p=1 hat diese ldentitit die einfache Form :

R&+3’R+3&a’=0-
Ist J= konst., dann geht (3. 30) in
Rs+3IR=0

iiber, die Bianchische Identitit ist also von p unabhidngig; d. h. die Rdume
Re mit konstantem Hauptskalar haben dieselbe Bianchische Identitdt.
Wir beweisen noch den

Satz 5. /m allgemeinen zweidimensionalen metrischen Raum R, hat der
Kriimmungstensor die Form :

1 d (,2 i 2
(3.31) R = i [ o (L8 R'w)— - u. (L*¢"R, o,)]
BeEwels: Statt der Gleichung (3. 31) kann immer
¥ e i 2 2
(3.32) R,,x-—73L Vz? [a (L’gR.a) — (f- fR-w)I'i" Tj

gesetzt werden, wo T3 ein entsprechend bestimmter Tensor ist. Offenbar ist
T in j und k schiefsymmetrisch, wie das nach (3. 32) sofort gezeigt werden
kann. Uberschiebt man (3.32) mit ¥, so erhdlt man in Hinsicht auf die
Schiefsymmetrie des vollstindigen Riemannschen Kriimmungstensors in den
beiden letzten Indizes, und wegen der Homogenitit : °)

Toik=0;
wegen der Schiefsymmetrie wird dann auch
Tjo=0
bestehen. Die Beindarstellung von 7/ mub also die Form:
Tja== Tfh,h;+ T ' hjh,

[81]
haben. In diesem Falle kann aber dleser Tensor in j, kK nur dann schief-

symmetrisch sein wenn er verschwindet. Aus 7} =0 folgt aber die Giiltig-
keit von (3.31), w.z. b. w.

®) Es ist nﬁmtlch
R i 3Lz [2L g,pRolok _ng.p aRo oj u,]+ To.k_ oiok + T;‘.]‘



224 A. Moor

§ 4. Ridume von skalarer Kriimmung.

Durch die Gleichungen (3.1) und (3.2) haben wir im allgemeinen
metrischen Raum R, zwei Kriimmungsinvarianten definiert. Ist eine dieser
Invarianten von %' unabhdngig, so nennen wir den Raum R, einen Raum von
skalarer Krimmung. Ein R, ist immer ein Raum von skalarer Kriimmung,
da das vollstindige Kriimmungsmafl B im zweidimensionalen Raum mit dem

Kriilmmungsskalar R iibereinstimmt. B
Wir wollen jetzt denjenigen Fall untersuchen, in dem B und B beide

von #° unabhdngig sind, Nach (3. 1) und (3. 2) soll also

(4. 1a) Rooy= B(x, u) (ga—L L),

(4. 1b) Rogioxy = B(x, u) (ga—1Li 1)

bestehen, da in den Gleichungen (3.1) und (3.2) nur die symmetrischen
Teile der Kriimmungstensoren vorkommen. Wir beweisen den

Satz 6. Sind in einem Raum R, die beiden Invarianten B und B gleich-
zeitig von n' unabhdngig, ist also der Raum in bezug auf beide Kriimmungs-
invarianten ein Raum von skalarer Kriimmung, dann ist

B(x, u) = B(x, u), Rojom = Rijom.
Beweis. Nach der Gleichung (3. 5) ist

e 1 nr hr
RoGjopy = Ro Gijopy + 'z—pAr(liRo ok 1+ (ke Ro o).

Setzt man in diese Gleichung die entsprechenden Werte aus (4.1a) und
(4. 1b) ein, so wird:

(B—B) (ga—kb) =5 PA-(LR -+ R,

Nach einer Uberschiebung mit g* bekommt man wegen der Schiefsymmetrie

des Hauptkriimmungstensors in den beiden letzten Indizes die Relation;
(n—1)(B—B)=0,

also B=PB. Nach dem Satz 2 im § 3 folgt auch Ruix = Roisx, womit der

Satz 6. vollstindig bewiesen ist.

Ein allgemeiner metrischer Raum R, ist im aligemeinen nur in bezug auf
eine der Krimmungsinvarianten ein Raum von skalarer Kriimmung. Wir
werden deshalb, Einfachheit halber, die beiden Kriimmungstensoren R und
Rijm durch Rf. bezeichnen; der Tensor Rf. wird also immer denjenigen
Krimmungstensor bedeuten, der eine solche Kriimmungsinvariante bestimmt,
die von der Zweistellung unabhingig ist. Nach (4. 1a) bzw. (4. 1b) wird also
R:(qpm die Form

4.2) RS oy = R*(x, u) (ga—1: k)
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haben, wo R*(x,u) die Invariante B(x,u) bzw. B(x,u) bedeuten kann, je
nachdem RS, den Tensor R..., bzw. den Tensor R,.x bezeichnet.
Wir beweisen den folgenden Satz;

Satz 7. In den allgemeinen metrischen Rdumen von skalarer Kriimmung
besteht die Relation :

1
n—1

(4.3) &Y Rigiom |l;— R;joj |l + R:joj b=

immer identisch.

Diese Gleichung ist das Analogon der entsprechenden Identitit des
Finslerschen Raumes von skalarer Kriimmung. (Vgl. [2] GL. (15. 1) auf S. 776).

BEwEIS DES SATzEs 7. Offenbar ist nach (4.2)
(4.4) £Y RiGjolyy = Reoj=(n—1) R".
Substituiert man die entsprechenden Werte von (4.2) und (4.4) in die
Gleichung (4. 3), so wird (4. 3) wegen
(4.5) blle =di—¥ (+ pAy),
und in Hinsicht auf die Homogenitdt von nullter Dimension der GroBen in
den «', identisch erfiillt sein. Das beweist die Richtigkeit des Satzes 7.

Wir werden jetzt zwei Fille ndher untersuchen. Erstens wollen wir

annehmen, daB der Tensor Ru. Symmetrisch ist, zweitens: den Tensor Roiox
soll symmetrisch sein. Wir beweisen den

Satz 8. R, sei ein allgemeiner Raum von skalarer Krimmung. Ist der
Tensor R..« kein Nulltensor, und ist er symmetrisch in i, k, dann ist ‘R, ent-
weder ein Finslerscher Raum, oder es ist Ax=0.

BEwEIs. Auf Grund des Satzes 1. folgt nach (4. 1a) und (4. 1b)
Ry'o=Ryw= B(x, u) (i —1I'k)")
Substituiert man diese Werte in (3.7a), oder (3.7b), so folgt nach der

Gleichung (1.9)
PpA=0;

Daraus folgt die Richtigkeit des Satzes 8.

BEMERKUNG. Ist R. ein Raum (p ==0) von skalarer Kriimmung in Bezug
auf die Invariante B, ist der Tensor R... kein Nulltensor, und ist er symmet-
risch in i, k, so hat R, die Form:

R, = B(di i—di L) + Zix,

7) Der symmetrische Teil des Kriimmungstensors ist ndmlich jetzt der Kriimmungs-
tensor selbst.
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wo Z;'x einen in i, k schiefsymmetrischen Tensor bedeutet, fiir den die Relationen
An Zs‘,k — O, Zo'k . Zk'o T— Zn‘ok == 0'
bestehen.

BEwels. Nach unseren Annahmen hat der Tensor R..: die Form (vgl.
die Gleichung (4.1b)):

(4.6) Roiox =B(gu—1lx).
Aus (3. 3) folgt wegen der Symmetrie:

A’ (Rosix — l; Rosox + Ik Rosoi) =0,
und nach (4. 6) wird:

A’ (Rosix — B (g li—gui 1)) =0.
Daraus folgt schon, daB

(4.7) Rm'k—B(gu li—gi b) = Ziw
einen Tensor bedeutet, der in i, k¥ schiefsymmetrisch ist, und fiir den
A'Zia=0

besteht. Uberschieben wir (4.7) mit ', bzw. mit I', so wird nach (4. 6), bzw.
nach der Schiefsymmetrie des vollstindigen Riemannschen Kriimmungstensors:
Zoa=0, Zioe=0,
w.z. b. w.
Im zweidimensionalen Fall ist

Zig=0.

Das folgt aus (3. 17a) nach der letzten Gleichung von (3. 15). Es ist nimlich

im R
: hj Eien. = gjm lh_gjk In ’ B= R-

§ 5. SchluBbemerkungen.

Wir haben im vorigen Paragraphen die Definition und die Fundamental-
relationen der Raume von skalarer Kriimmung angegeben. Zum Schlub wollen
wir noch einige Tensoren bestimmen, die bei der Definition der Raume von
skalarer Kriimmung statt des vollstindigen Riemannschen Kriimmungstensors
auch anwendbar sind.

Bilden wir den Tensor

(5.1) Bkijnd——-e—{ GLU* (L VE_'PB’ﬁ) = (I +pA») Bj’k + Bijk"h
mit
1

B0 Byt iy
( ) Jk 3ngp

L @wesH—n@es)). s=g Ron
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so haben wir das Analogon des Berwaldschen affinen Kriimmungstensors
K erhalten. Das folgt sofort aus den Relationen (2. 10), (13. 3) und (13.4)
von [2].®) Nach der Homogenitit erster Dimension der Grundfunktion
L(x, u) ist

(5.3) By = B,

und nach den schiefsymmetrischen Eigenschaften des volistindigen Riemann-
schen Kriimmungstensors folgt unmittelbar aus der Gleichung (5. 2) in Hin-
sicht auf die Homogenitdt der Grofen in den «* die Relation:

(5.4) Bk = g Rorioln)-
Aus den Gleichungen (5. 3) und (5. 4) folgt, daB man fiir die Definition

les BERwALDschen KriimmungsmaBes auch den Tensor By anwenden kann.
Es besteht also:

___Bian'nt
BOs 1) =ttty

Nach den Gleichungen (5. 2), (5.3) und (5. 4) besteht die Relation
( 1 D .9 i 3 a0 ¢
(5.5) Boik#W [W (L°g" Bw)— 5z (L"&"B, of)]:

die ein Analogon von (3.31) ist. Die Gleichung (3.31) besteht im Falle
p==0, also im Finslerschen Raum, auch im n-dimensionalen Fall. Im allge-
meinen n-dimensionalen metrischen Raum N, hat man statt (3.31) die
Gleichung (5.5). Das zeigt die Wichtigkeit des Tensors B,'x, da (3.31)
eine wichtige Relation des Finslerschen Raumes von skalarer Kriimmung ist.
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