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Uber die Quasiideale von Halbgruppen.

Dem Andenken von Professor T. Szele gewidmet.

Von OTTO STEINFELD in Szeged.

§ 1. Einleitung.

Wir haben in unserer Arbeit [7] den Begriff des Quasiideals in Ringen
eingefiihrt und in einer anderen Arbeit [8] einige Ergebnisse {iber die Quasi-
ideale publiziert. In dieser Arbeit werden wir diesen Begriff auf Halbgruppen
iibertragen. Eine nicht-leere Untermenge a der Halbgruppe H wird ein Quasi-
ideal genannt, wenn :

(1 HanaH<Sa

gilt. Es ist klar, daB die Ideale, die einseitigen Ideale einer Halbgruppe H
stets Quasiideale von H sind. Als ferneres Beispiel erwdhnen wir die multi-
plikative Halbgruppe R, aller n x n Matrizen iiber einem Ring R, wo die
Menge aller Matrizen

0 -
0...q4...0 (@ € R)
000,10

ein Quasiideal ist.

Ein Quasiideal oder ein einseitiges Ideal a der Halbgruppe H heift
trivial, wenn a= H oder a=(0) gilt (wo O das eventuell vorhandene Null-
element von H bezeichnet) und eigentlich, wenn a== H gilt. Ferner nennen
wir ein Quasiideal b von H minimal, wenn in H kein Quasiideal [’ mit
b b existiert. Ahnlich konnen die minimalen ein- und zweiseitigen Ideale
definiert werden.

In § 2 besprechen wir die allgemeinen Ergebnisse iiber die Quasi-
ideale. Als Hauptresultat beweisen wir hier, daB der Durchschnitt eines
Links- und Rechtsideals einer Halbgruppe H ein Quasiideal ist, und umge-
kehrt, jedes Quasiideal von H als Durchschnitt eines geeigneten Links- und
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Rechtsideals darstellbar ist. Wir erwdhnen noch das folgende Ergebnis:
Wenn die Halbgruppe A mindestens ein nicht-triviales Quasiideal enthait,
welches kein einseitiges Ideal von H ist, so besitzt A auch mindestens ein
nicht-triviales Linksideal und ein nicht-triviales Rechtsideal.

In § 3 werden wir uns mit dem speziellen Fall beschiftigen, wo die
Halbgruppe H mindestens ein minimales Quasiideal enthilt. Die Ergebnisse
dieses Paragraphen sind meistens in dem Fall interessant, wenn die Halb-
gruppe H kein Nullelement enthdlt. Dann nennen wir die Halbgruppe kurz
nullfrei. Wir beweisen, daB der Durchschnitt eines minimalen Links- und
Rechtsideals einer Halbgruppe A ein minimales Quasiideal von A ist, und
umgekehrt jedes minimale Quasiideal von H als Durchschnitt eines geeigneten
minimalen Links- und Rechtsideals darstellbar ist. (Satz 3.) Weiterhin zeigen
wir u. a. die folgenden zwei Ergebnisse: Ein Quasiideal a einer Halbgruppe
ist dann und nur dann minimal, wenn a eine Gruppe ist; alie minimalen
Quasiideale einer Halbgruppe sind untereinander isomorph. A. SUSCHKEVITSCH
[9] hat den Begriff der “Kerngruppe“ einer endlichen Halbgruppe eingefiihrt.
D. Rees [5], A. H. Currorp [1), [2], L. Fucns [3] und ST. Scuwarz [6]
haben die Resultate von A. SUSCHKEVITSCH weit entwickelt. Wir verstehen
— wie gewohnlich — unter dem Suschkevitsch-Kern (Kerngruppe) einer
Halbgruppe H den nicht-leeren Durchschnitt aller zweiseitigen Ideale von H.
Die minimalen Quasiideale spielen eine wichtige Rolle in der Zerlegung des
Suschkevitsch-Kerns und der minimalen einseitigen Ideale. Es gilt namlich:
,Enthdlt die Halbgruppe H mindestens ein minimales Quasiideal, so ist der
Suschkevitsch-Kern bzw. jedes minimale Linksideal (Rechtsideal) von H
die Vereinigung aller minimalen Quasiideale bzw. von gewissen minimalen
Quasiidealen von H*. Zuletzt wird eine hinreichende Bedingung gegeben,
damit eine mindestens ein minimales Quasiideal enthaltende Halbgruppe ein
Einselement besitze. Einige Ergebnisse dieses Paragraphen folgen leicht aus
Satz 3 und aus bekannten Resultaten von A. H. CLIFFORD [2], ST. SCHWARZ
[6]. Diese werden hier von neuem mit einer neuen Methode bewiesen.

In § 4 beweisen wir einige Ergebnisse iiber die Halbgruppen mit relativ
Inversen (s. unten) und REeEessche (completely simple) Halbgruppen. Es gilt
u. a., daB jedes Quasihauptideal einer Halbgruppe mit relativ Inversen eine
Halbgruppe mit relativ Inversen ist. Wir geben eine notwendige und hin-
reichende Bedingung, damit eine Halbgruppe mit relativ Inversen mindestens
ein minimales Quasiideal besitze. Ferner wird bewiesen, dal ein zweiseitiges
Ideal m einer nullfreien Halbgruppe A dann und nur dann die Vereinigung
aller minimalen Quasiideale von H ist, wenn m eine REgssche Halbgruppe,
oder eine idealfreie Halbgruppe mit relativ Inversen ist. Zuletzt definieren
wir nach L. Fuchs [3] den Rang eines Quasihauptideals {«> einer Halb-
gruppe mit relativ Inversen und beweisen, daB <{«> die Vereinigung von
gewissen paarweise fremden Gruppen ist.
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Wir bemerken noch, dab unsere Ergebnisse iiber Halbgruppen H,
deren Suschkevitsch-Kern (existiert und) von A verschieden ist, bei einer
anderen Gelegenheit besprochen werden.

§ 2. Allgemeines iiber Quasiideale.

Satz 1. Der Durchschnitt eines Links- und Rechtsideals der Halbgruppe
H ist ein Quasiideal. Umgekehrt, jedes Quasiideal a von H ist als Durch-
schnitt eines geeigneten Links- und Rechtsideals darstellbar'), und zwar :
==(a, Ha)n(a, aH).

BEwEels. Da fiir ein Linksideal [ und Rechtsideal r von H stets,
t[S[nr besteht, ist [nr nicht leer. Ferner ist auch

(1) H(nt)n((nt)HSHIntHS [nr

erfiillt, was unsere erste Behauptung beweist.

Um die zweite Behauptung nachzuweisen, bezeichne a ein Quasiideal
von H und D den Durchschnitt des Linksideals (a, Ha) und des Rechts-
ideals (a, a/f). Es ist klar, daB a © D besteht. Ferner gehort jedes Element o
von D zu a, oder gleichzeitig zu Ha und aH. In beiden Fillen folgt DCa,
somit ist Satz 1 richtig.

Nach der Definition (1) oder nach Satz 1 sind die folgenden Ergeb-
nisse leicht einzusehen :

Lemma 1. Jedes Quasiideal einer Halbgruppe H ist eine Unterhalb-
gruppe von H.

Lemma 2. Eine Gruppe enthdlt kein eigentliches Quasiideal.

Lemma 3. Der Durchschnitt von zwei Quasiidealen einer Halbgruppe
ist leer oder selbst ein Quasiideal.

Nun filhren wir den folgenden Begriff ein. Unter einem durch ein Ele-
ment e der Halbgruppe H erzeugte Quasihauptideal <> verstehen wir den
Durchschnitt aller das Element e enthaltenden Quasiideale von H.

Lemma 4. Der Durchschnitt eines Quasiideals a und einer Unterhalb-
gruppe S einer Halbgruppe ist leer oder ein Quasiideal von S.

Lemma 5. Es sei ¢ ein idempotentes Element, | ein Linksideal und t
ein Rechisideal der Halbgruppe H. Dann sind &l und re Quasiideale von H.

Ergénzung. Es gilt: el=I[n&¢H und ve= Hsnr.

1) Wir erwihnen hier das folgende interessante Problem von Professor L. Fuchs:
Gibt es einen Ring R mit einem Quasiideal a, das kein Durchschnitt eines Links- und
Rechtsideals von R ist?
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Aus dieser Ergdnzung folgt, dabl eéHe (¢ =¢) mit (&> iibereinstimmt.
Es ist klar, daB die Vereinigung von zwei Linksidealen (Rechtsidealen,
Idealen) einer Halbgruppe H wieder ein Linksideal (Rechtsideal, Ideal) von
H ist. Das folgende Beispiel zeigt, daB dhnliches iiber die Quasiideale einer
Halbgruppe im allgemeinen falsch ist. In der Halbgruppe K, aller 22
Matrizen iiber einem Schiefkdrper K ist die Vereinigung a der Quasiideale

:-—J(a" ) . und ag——i(oan) { (@, @ € K) kein Quasiideal. Da

01)(00) _ O 4
das Element (OO](Oa 00](00) LOO) (l, € K) in K,anakK, aber

nicht in a enthalten ist, ist unsere Behauptung wegen (1) richtig.?)
Wir beweisen noch folgenden

Satz 2. Wenn ein nicht-triviales Quasiideal o der Halbgruppe H kein
einseitiges Ideal von H ist, so ist Ha (aH) ein nicht-triviales Linksideal
(Rechtsideal) von H.

BEWEIS. Setzen wir voraus, daB Ha ein triviales Linksideal von H ist.
Da a wegen der Voraussetzung kein Linksideal ist, ist der Fall Ha=(0)
unmoglich, also muB Ha=H bestehen. Nach (2) gilt: a=Hn(a,aH)=
=(a,aH), woraus aH<a folgt, d. h. a ist im Gegensatz zu unserer Annahme
ein Rechtsideal von H. Damit haben wir Satz 2 bewiesen.

§ 3. Ergebnisse iiber minimale Quasiideale.

Wir beweisen zuerst folgende Verschdrfung vom Satz 1.

Satz 3. Der Durchschnitt eines minimalen Links- und Kechtsideals der
Halbgruppe H ist ein minimales Quasiideal von H. Umgekehrt, jedes mini-
male Quasiideale a von H ist als Durchschnitt eines geeigneten minimalen
Links- und Rechtsideals darstellbar, und zwar :

a=HaenakH,
wo e irgendein Element von a bezeichnet.

BEwEIS. Nach Satz 1 ist der Durchschnitt d eines minimalen Links-
ideals [ und Rechtsideals r von H ein Quasiideal. Setzen wir voraus, daf b
nicht minimal ist. Dann gibt es ein Quasiideal d mit »cb. Da [ und r
minimal sind, muBf Hb =[ und dH==r sein. Wegen (1) besteht auch
db=I[nr=HdndHZSY, was der Voraussetzung d b widerspricht. Damit
ist die erste Hilfte des Satzes bewiesen.

?) Ob das Produkt von zwei Quasiidealen einer Halbgruppe stets ein Quasiideal ist,
ist eine offene Frage.
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Ist a ein minimales Quasiideal von H, so gilt wegen der Definition von
a fiir ein beliebiges Element & von a
3) HeneH=a.
Wir behaupten, daB He ein minimales Linksideal von H ist. Wenn es
ndmlich in A ein Linksideal [ mit lc He gibt, so besteht auch

@ HISlcHe.
Es bezeichne D den Durchschnitt von HI und eH. Wegen (3) und (4) gilt:
(5) D=HIneHS HaeneH=aq.

Da D nach Satz 1 ein Quasiideal ist, folgt es aus (5) wegen der Minima-
litdit von a
D=HIlneH=a,

also a S HI gilt. Daraus folgt HeS HaS HI, was der Annahme (4) wider-
spricht.

Ebenso kann man nachweisen, daB «H ein minimales Rechtsideal von
H ist. Damit ist der Beweis des Satzes 3 beendet.

In A. H. CuirrorD [2] sind folgende Ergebnisse bewiesen :

Ist | bzw. v ein minimales Linksideal bzw. Rechtsideal der Halbgruppe
H, so gelten :

a) rl ist eine Gruppe,

b) ist ¢ das Einselement von 1, so ist | = He, v=¢H und [nr=z¢&Heg,

c) Int=rl.
Aus Satz 3 und a), b), ¢) folgt sofort:

Satz 4a. Jedes minimale Quasiideal a einer Halbgruppe H ist eine
Gruppe®) und in der Form a=geHe darstellbar, wo & das Einselement der
Gruppe o bezeichnet.

Wir geben hier fiir Satz 4a auch einen selbstindigen Beweis, welcher
wesentlich nur auf Satz 3 gegriindet ist.

Offenbar konnen wir annehmen, daB A nullfrei ist; im entgegen-
gesetzten Falle ist namlich (0) das einzige minimale Quasiideal.

Wegen Satz 3 gilt fiir irgendein Element ¢ von a:

(6) HeneH=aq,

M Ha*ne*H=a.

Aus (6) bzw. (7) folgt, daB sich jedes Element # von a in der Form
(6") f=Ae=au (4, € H),

(™) B=ra'=a'e (v, 0€H)

%) Diese Behauptung war eine in einer Unterredung erwihnte Vermutung von Pro-
fessor St. Scuwarz, welche mich zu den Ergebnissen von § 3 fiihrte.
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schreiben 148t. Z. B. kdnnen wir das Element «(€a) in der Form
(77) a =7’ =ap’ (', 0" €H)
darstellen. Wegen »*¢*0® = v*« =«0" ist »*« ein Element von HeneH=na,

ferner ist '« =¢ wegen v ¢ v '« = v '« wo’ =" *0* = v« ein idempotentes
Element in a. Nach Satz 3 gilt:

3) a=HeneH (#=¢€n)
und daraus folgt nach der Ergdnzung vom Lemma 5
(8) a=¢Hs (#=z¢¢€a).

Um den Beweis zu beenden, geniigt es nachzuweisen, daB a=z&Hs eine
Gruppe ist. Da & ein linksseitiges Einselement von a ist, sollen wir nur ein-
sehen, daf es zu jedem Element ¢0s€a mindestens ein Element £0"#(€ )
mit e0’s-s08=¢ gibt. Da nach Lemma 5 e¢He-e08(Sa) ein Quasiideal ist,
ist wegen der Minimalitit von a=e&Hs auch sHs-sos=¢He erfillt, womit
unsere Behauptung und Satz 4a bewiesen ist.

Man sieht, daB aus Sitzen 3, 4a die Ergebnisse a), b), ¢) leicht zu
erreichen sind.

Als Ergdnzung zu Satz 4a beweisen wir

Satz 4b. Alle minimalen Quasiideale einer Halbgruppe H sind unter-
einander isomorph.

BEWEIS. Es seien a,=¢& He (6=2¢) und a,—&He(e=2¢) zwei mini-
male Quasiideale und « ein festes Element von A. Fiir s eas, (€& Hs) gilt
wegen & ae-8He Se He,, Lemma 5 und der Minimalitit des Quasiideals
& Hs, die Bedingung & «s,-8Hs =& fe. Daraus folgt die Existenz eines
Elementes &3s mit & eas, 8088 =¢. Da &fs -scs wegen (&0s -sad)—
= 8,08, 8,8 8,08, - 8 @&, = & 38, & - &, &, = &, 08 - ;s ein idempotentes Ele-
ment der Gruppe & Hs, ist, stimmt &8¢ -&a& mit & iiberein. Wir behaupten,
daBl & 08 —» &8¢ 5,08 -8 «s eine isomorphe Abbildung von & Hs, auf &He,
darstellt. Da die genannte Abbildung die Inverse &0& — & s, - 8,08, &8¢
hat und die Homomorphie nach &0¢ -¢0¢é — 8088, 4,08 808 -8 a8=—
=g, 08, 8,08, - & @& - & 08, - £,08, - &, &, erfilllt ist, ist Satz 4b bewiesen.

Wir beweisen hier auch die Umkehrung der ersten Hilfte vom Satz 4a.

Satz 5. Wenn ein Quasiideal o einer Halbgruppe H eine Gruppe ist,
so ist a ein minimales Quasiideal von H.

BEwEIS. Setzen wir voraus, daf a nicht minimal ist. Dann gibt es in
H ein Quasiideal o’ mit
) Q' ca.
Da o" wegen aa’na’a EHa'na’HS " ein Quasiideal auch von der Gruppe a
ist, widerspricht (9) dem Lemma 2, womit Satz 5 bewiesen ist.
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Aus Satzen 4a, 5 folgt:

Korollar 1. Ein Quasiideal o einer Halbgruppe H ist dann und nur
dann minimal, wenn o eine Gruppe ist.

Zu den folgenden benutzen wir

Lemma 6. (Vgl. ST. Schwarz [6]).) Wenn [ (r) ein minimales Linksideal
(Rechtsideal) und &(€(xr)) ein idempotentes Element der Halbgruppe H ist,
so ist &l (ve) eine Gruppe,') sogar cin minimales Quasiideal von H.

Beweis. Es geniigt unsere Behauptung beziiglich &l nachzuweisen.
Da &l-sl=¢-1e[S¢l, ist ¢ eine Halbgruppe. Offenbar ist & ein linksseitiges
Einselement von ¢[. Da wegen der Minimalitit von [ auch [-edi=1[ gilt
(A€l), ist &[-eA=-¢l auch erfiillt. Daraus folgt, daf es fiir jedes zi(¢€ &l)
mindestens ein Element #4'(€&#[) mit der Bedingung #i’-s1=¢ gibt. Somit
ist &l eine Gruppe. Nach Lemma 5 ist [ ein Quasiideal, das wegen Satz 5
minimal ist.

Satz 6. Fiir eine Halbgruppe H sind folgende Bedingungen dquivalent:

(A) H enthélt mindectens eir: minimales Quasiideal,

(B) H enthdlt mindestens 2in minimales Links- und Rechtsideal,

(C) H enthdlt mindestens ein minimales Linksideal und jedes minimale Links-
ideal von H besitzt mindestens ein idempotentes Element,

(D) H enthdlt mindestens ein minimales Rechtsideal und jedes minimale
Rechtsideal von H besitzt mindestens ein idempotentes Element.

BEWwEIs. Aus der zweiten Hilfte vom Satz 3 folgt: (A)=> (B). Wegen
a) ist auch (B)=>(C) und (B)=> (D) richtig. Da aus Lemma 6 (C) —=> (A)
und (D)=> (A) folgt, ist der Beweis beendet.’)
Die minimalen Quasiideale einer Halbgruppe H spielen eine wichtige Rolle
in der Zerlegung der minimalen Links- und Rechtsideale von H. Es gilt der
folgende Satz:

Satz 7. Wenn fiir eine Halbgruppe H die Bedingung (A) erfiillt ist,
so ist jedes minimale Linksideal (Rechtsideal) von H die Vereinigung von
gewissen (paarweise fremden) minimalen Quasiidealen von H.

Zum Beweis des Satzes benutzen wir

Lemma 7. /st a ein minimales Quasiideal einer Halbgruppe H, so
sind fiir alle Elemente o von H auch oa und ao minimale Quasiideale von H.

4) Ahnlicherweise gilt fiir einen Ring R: Wenn [ (:) ein minimales Linksideal (Rechts-
ideal) und &(€[(r)) ein idempotentes Element von R ist, so ist ¢l (re) ein Schiefkdrper.

5) Im Beweis von (C)=> (A4) und (D) => (A) benutzen wir nur die Tatsache, daf
ein minimales Linksideal (Rechtsideal) von A ein idempotentes Element besitzt. Beziiglich
der Aquivalenz von (B), (C), (D) siehe St. Scuwarz [6].
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BEwEels. Nach Satz 4a konnen wir o in der Form a==#He& schreiben,
wo & ein idempotentes Element in a ist. Da nach Lemma 5 oa=p¢&Hs ein
Quasiideal ist, geniigt es wegen Satz 5 zu zeigen, da o#Hs eine Gruppe
ist. Wegen der Minimalitit des Quasiideals #He gilt fiir ein beliebiges Ele-
ment geos von oeHe

0e0e-peHe=0 ¢0s0eHe =0 e He = ps He,
ferner

oe¢Hs 0808 =9p-sHepsos=p-s He=p8Hs,
deshalb ist o H# eine Gruppe, was den Beweis beendet.

BeEwEIs DES SATZES 7. Nach der Voraussetzung besitzt jedes minimale
Linksideal [(£ H) infolge Satz 6 mindestens ein idempotentes Element &,
deshalb ldBt sich [ in der Form [= He schreiben. Nach Lemma 6 und 7
ist el=—=¢&He bzw. 0s-sHe =o0&Hs mit os(€ He) ein minimales Quasiideal
von H. Da os€oeHe S He, ist jedes Element oe von He mindestens in einem
in He liegenden minimalen Quasiideal von H enthalten. Wegen Lemma 3 ist
entweder der Durchschnitt der minimalen Quasiideale ¢zHe und oeHe leer
oder psHe¢ = o0&Heg; deshalb ist jedes Element von He nur in einem mini-
malen Quasiideal enthalten. Damit haben wir Satz 7 bewiesen.

Aus den Sitzen 4a, 4b, 6, 7 bekommen wir gleich das folgende be-
kannte Ergebnis. (S. H. HAsHIMOTO |[4].)

Satz 8. Ist in einer (nullfreien) Halbgruppe H die Bedingung (B)
erfiillt, so ist jedes minimale Links- und Rechtsideal von H eine Vereinigung
von paarweise fremden isomorphen Gruppen.

Ist fiir die Halbgruppe H die Bedingung (B) erfiillt, so ist bekanntlich
die Vereinigung aller minimalen Linksideale (Rechtsideale) von H der Susch-
kevitsch-Kern von H. (S. A. H. CLIFFORD |2].) Aus diesem Ergebnis und aus
Satzen 3, 6 folgt unmittelbar:

Satz 9. Ist fiir die Halbgruppe H die Bedingung (A) erfiillt, so ist
die Vereinigung aller minimalen Quasiideale von H der Suschkevitsch-Kern
von H.

Wir geben hier einen anderen Beweis, welcher im wesentlichen aui das
folgende wichtige Lemma gegriindet ist.

Lemma 8. /st die Vereinignng M aller minimalen Quasiideale «; einer
Halbgruppe H nicht leer, so ist M ein minimales Ideal von H und als Halb-

gruppe idealfrei.”)

%) Wir nennen eine Halbgruppe H idealfrei, wenn H kein von H und (0) verschie-
denes (zweiseitiges) Ideal besitzt.
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BEwels. Wir werden zuerst zeigen, daf M — Z a; ein minimales Ideal
von H ist. Da mit einem beliebigen Element o(€ H) 9M=QZQ;=——ZQG;

gilt, ist wegen Lemma 7 und nach der Definition von M auch oM —
— D'oa;S M erfiillt. M ist also ein Linksideal von H. Ebenso folgt, da M

ein Rechtsideal von H ist; M ist also ein (zweiseitiges) Ideal von H. Es sei
n ein Ideal von H mit

(10) nSM= .
Betrachten wir jetzt ein beliebiges minimales Quasiideal a;= & He (8f=8&)

von H. Da &ne nach Lemma 5 ein Quasiideal von H ist, gilt wegen
&ne; S e He und wegen der Minimalitdt von & He;

(11) gme; =g He = ;.
Andererseits besteht nach der Definition von n
(12) eng S

Aus (11) und (12) folgt >a;=MSn, also stimmt n wegen (10) mit M

iiberein. Damit ist unsere erste Behauptung bewiesen.

M ist offenbar eine Halbgruppe. Es bezeichne m& M ein zweiseitiges
Ideal von M. Da MmM(= M) ein ideal von H ist, gilt wegen der Minima-
litit des Ideals M die Bedingung MmM =M. Andererseits besteht auch
MmMESm, woraus m=M folgt. Damit haben wir bewiesen, da M eine
idealfreie Halbgruppe ist, qu. e. d.

Wir schicken noch die folgende bekannte und leicht einsehbare Be-
merkung voraus. (S. A. H. CLIFFORD [2].) Wenn t ein minimales (zweiseitiges)
Ideal der Halbgruppe H ist, so ist t der Suschkevitsch-Kern von H.

Der Beweis vom Satz 9 folgt unmittelbar aus dieser Bemerkung und
aus der ersten Behauptung vom Lemma 8.

Aus Sitzen 4a, 4b, 6, 9 folgt das folgende wohl bekannte Ergebnis.
(S. A. H. CuFrrorp [2].)

Satz 10. Wenn die Bedingung (B) fiir eine Halbgruppe H erfiillt ist,
so ist der Suschkevitsch-Kern von H die Vereinigung von paarweise fremden
isomorphen Gruppen.

Wir werden noch folgendes nachweisen :

Satz 11. Enthdlt ein minimales Quasiideal o einer Halbgruppe H
mindestens ein Element, welches reguldr) in H ist, so besitzt H ein Eins-
element.

") Ein Element « der Halbgruppe H heilit reguldr, wenn fiir « die zweiseitige
Ktirzungsregel gilt.
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Bewels. Fiir ein reguldres Element «(€ a) der Halbgruppe H gilt nach
Satz 3 HeneH=a. Daraus bekommen wir a & He, e H, deshalb gibt es zu
dem Element (€ a) mindestens ein Element &(¢ H) mit
(13) te==a (€ H,e€).
Wegen der Regularitit von @ ist das Element ¢ eindeutig bestimmt. Fiir
irgendein Element ¢ von H folgt aus (13) s« = e, woraus wir wegen der
Regularitit von «

(14) ee=¢  (e€H)
erhalten. & ist also ein rechtsseitiges Einselement in H. Aus (14) folgt ins-
besondere e¢s=ea (¢€a), und daraus ergibt sich — wie oben — die

Bedingung so=o0 (0 € H), womit wir Satz 11 bewiesen haben.”)

§ 4. Uber Halbgruppen mit relativ Inversen
und Reessche Halbgruppen.

Es sei H eine Halbgruppe mit relativ Inversen in dem Sinne, daB es
in der Halbgruppe H zu jedem Element « ein Element ¢ und ein relativ
Inverses ¢’ mit s =ae=ea, d’'e=aa’ =g gibt. (A. H. CuFrorD [1].) Es ist
leicht zu beweisen, daB dieses ¢ idempotent und durch ¢ eindeutig bestimmt
ist; ¢ heibe das zu « gehdrige idempotente Element. Ferner, wenn «’ ein
relativ Inverses von « ist, 1st @' =s&a’s auch eines, fiir welches auch die
Eindeutigkeit und e¢'¢ =¢ea'=e¢"' erfilllt ist. Wenn wir iber das relativ
Inverse von « sprechen, verstehen wir immer das Element « '. Fiir jedes
Linkshauptideal He (Rechtshauptideal aH) gilt He=He ' =He¢ (eH=
=ea'H=¢H) (S. L. Fuchs [3].) Nach diesem Ergebnis, Satz 1 und der
Erganzung vom Lemma 5 ist das durch @ erzeugte Quasihauptideal {e) in
der Form {¢) =HenaH=HenesH=¢Hs darstellbar. Es sei ¢ ein idem-
potentes Element von H. Die Menge aller Elemente « von H, wofiir
ta=cee=ea und ¢'e=cae'=¢ gilt, bildet nach A. H. CLIFFORD [1] eine
Gruppe, die im folgenden stets mit /. bezeichnet wird.

Wir fihren jetzt nach D. Rees [5] einige Begriffe ein. Ein idempotentes
Element #(4 0) einer Halbgruppe H ist primitiv genannt, wenn aus ne=&n=n
(n==0, n* =mn) jeweils ==¢ folgt. H heiBe eine REESsche (completely simple)
Halbgruppe, wenn

1. H eine idealfreie Halbgruppe ist,

2. jedes Element von H mindestens in einer Menge &H7 enthalten
ist, wo &, n idempotente Elemente von H sind,

3. jedes idempotente Element von H primitiv ist.

8) Aus dem Beweis des Satzes 11 sehen wir, daB Satz 11 statt einer Halbgruppe
auch fiir einen Ring giiltig ist.
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Jetzt beweisen wir einige Ergebnisse iiber die Quasiideale einer Halb-
gruppe mit relativ Inversen bzw. einer REesscher Halbgruppe.

Satz 12. Ist H eine Halbgruppe mit relativ Inversen, so ist jedes
Quasihauptideal : ¢He(&*—¢) von H eine Halbgruppe mit relativ Inversen;

und zwar gilt: eHs— Z H,,, wo n(€ H) die idempotenten Elemente mit en; —
= & = bezeichnen.

BEwels. Es sei @=-¢#e¢ ein beliebiges Element des Quasihauptideals
¢Hs und @ € Hy. Dann ist n@ = an—=a und ¢a™' = a'a@ =7. Aus letzterem
und aus se—ae=a folgt em=ne=n. Es gilt also H,SnHnESeHe.
Ferner, wenn es fiir ein idempotentes Element 7;(€ H) &7 =6 =1; gilt, so
gilt auch H, Sn:Hn;SeHs. Da fiir verschicdene idempotente Elemente 7, n*
der Durchschnitt von H,, H,s die leere Menge ist, ist die zweite Hilfte vom
Satz 12 bewiesen, woraus die erste Behauptung gleich folgt.

Satz 13. Eine nullfreie Halbgruppe H mit relativ Inversen enthdlt dann
und nur dann mindestens ein minimoles Quasiideal, wenn mindestens ein
idempotentes Element von H primitiv ist; und zwar ist das Quasiideal
eHe(e=¢&) dann und nur dann minimal, wenn & primitiv ist®’) In diesem
Fall stimmt H, mit eHe dberein.

Zum Beweis der Behauptung ,,dann“ bezeichne & ein primitives idem-
potentes Element von A. Wir behaupten, daB #He ein minimales Quasiideal
von H ist. Wegen Lemma 5 und Satz 5 genligt es nachzuweisen, daf sHs
eine Gruppe ist. Offenbar ist #(€ ¢He) ein Einselement von sHz. Es bezeichne
o==gps ein beliebiges Element von &/e und es sei 7p das zu o gehorige
idempotente Element, d. h.

(15) NO=0n=0, 06 '=0"'"0=n und no'=o'p=0""\

Wegen der Definition von o und (15,) git &y =ne=1, woraus wegen der
Voraussetzung

(16) n=2

folgt. Infolge (15) und (16) ist o~ ein Element von sHs mit 0'0=¢, des-
halb ist eHe eine Gruppe, w.z.b.w.

Um die Behauptung ,,nur dann“ zu beweisen, bezeichne ¢He ein mini-
males Quasiideal von H. Nach Satz 4a ist #Hs eine Gruppe mit dem Eins-
element &. Wenn #(€ H) ein idempotentes Element mit en—ne=17 ist, ist
n in der Gruppe sHe enthalten, deshalb muB n=2¢ bestehen. & ist also ein
primitives idempotentes Element von H.

?) Nach Satz 9 folgt, daB wenn eine nullfreie Halbgruppe H mit relativ Inversen
mindestens ein primitives idempotentes Element besitzt, so ist der Suschkevitsch-Kern
von M die Vereinigung der durch die primitiven idempotenten Elemente von H erzeugten
(minimalen) Quasihauptideale,
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Wir haben noch die letzte Behauptung zu beweisen. Nach der Defini-
tion von H. gilt H. S sHs. Wegen der Minimalitit von eHe geniigt es zu
zeigen, daB H, ein Quasiideal ist. Es sei oe=_Fo (¢,#€ H,, 0,0€ H) ein
beliebiges Element von HH.nH.H. Es bezeichne 7 das zu ¢« gehorige
idempotente Element. Da #-0e=p¢a-s=pc gilt, ist auch en=ne=1q
erfiillt, woraus wegen der Definition von & 7 =2¢ folgt. D. h. ¢a € H,, womit
wegen (1) unsere Behauptung und Satz 13 bewiesen ist.

Satz 14. Fiir eine nicht-leere Untermenge M einer nullfreien Halb-
gruppe H sind folgende Bedingungen dquivalent:

(I) M ist die Vereinigung aller minimalen Quasiideale a; von H,

(II) M ist ein Ideal von H und eine idealfreie Halbgruppe mit relativ

Inversen,
(XX) M ist ein Ideal von H und eine Reessche Halbgruppe.

Zum Beweis des Satzes 14 benutzen wir

Lemma 9. (D. Rees [5].) /st H eine Reessche Halbgruppe und be-
zeichnen &, &;, & idempotente Elemente von H, so sind im Falle &ag==0 die
Relationen &ce;-e;He;, — & He;, 8iHe; - sics; = e;Hej, ex Hei - a8 =8, He; und
sas; - He — e He, giiltig.”)

Unter der Voraussetzung von (I) ist M nach Lemma 8 ein Ideal und
eine idealfreie Halbgruppe, ferner nach Satz 4a und Lemma 3 die Verei-
nigung von paarweise fremden Gruppen, deshalb ist M eine Halbgruppe mit
relativ Inversen. Damit ist (I)=> (II) bewiesen.

Die Implikation (II)=> (III) ist schon in A. H. CLIFFORD [1] bewiesen.

Ist endlich das Ideal M eine Reessche Halbgruppe, so ist jedes Ele-
ment « von M nach 2. mindestens in einer Menge M7 enthalten, wo &, 7
idempotente Elemente von M sind. Wir zeigen, daB &M% ein minimales
Quasiideal von H ist. Da eMe nach Lemma 5 ein Quasiideal von H ist und
fir jedes Element sus(€eMe) wegen Lemma 9 epe-eMe—esMe und
eMs-sue—¢eMs erfiillt sind, ist eMes nach Satz 5 ein minimales Quasiideal
von H. Nach Lemma 7, 9 ist auch sMe-son=e¢M (so7 € eMn) ein mini-
males Quasiideal von F. Somit ist M die Vereinigung von gewissen mini-
malen Quasiidealen von H ist. Da jedes minimale Quasiideal von H nach
Satz 9 und der Definition des Suschkevitsch-Kerns im Ideal M enthalten
ist, deshalb ist auch die Behauptung (III)=> (I) bewiesen, womit der
Beweis beendet ist.

Im folgenden bezeichne H stets eine Halbgruppe mit relativ Inversen.
Nach L. Fucus [3] verstehen wir unter dem Rang eines Linkshauptideals
He 1, wenn He minimal ist, und n+1, wenn aus H8c He folgt, daB der

10) Dieses Lemma ist nur ein Teil des Lemma 2.62 von D. Rees [5].
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Rang von H@ hochtens n ist, und unter den Rangen von Hg@ auch n vor-
kommt. Es ist nach dieser Definition klar, daf jedes Linkshauptideal vom
Rang n fiir jeden Rang = n—1 ein Linkshauptideal, aber kein Linkshaupt-
ideal vom Rang = n echt enthdlt. Ahnlicherweise definiert man den Rang
eines Rechtshauptideals und eines Quasihauptideals.

Satz 15. Das Quasihauptideal ¢He (& — &, ¢ ==0) einer Halbgruppe mit
relativ Inversen hat dann und nur dann den Rang n, wenn das Linkshaupt-
ideal H¢ vom Rang n ist.

Zum Beweis des Satzes 15 benutzen wir folgenden

Satz 16. (L. FucHs [3].) Das Rechtshauptideal ¢H ist vom Rang n
genau dann, wenn das Linkshauptideal He denselben Rang n hat.

Der Beweis des Satzes 15 geht durch Induktion nach n. Die Behaup-

tung ist wegen Sdtze 16, 3, 4a fiir n=1 richtig. Es sei n>1 und setzen
wir voraus, daB Satz 15 fiir jeden Rang m <'n giiltig ist. Ist He (s*=2¢) vom
Rang n, dann ist #Hs nach der Induktionsvoraussetzung mindestens vom
Rang n. So gibt es ein Quasihauptideal n/An vom Rang n mit
(17) nKnSeHe (*=n).
Wieder wegen der Induktionsvoraussetzung hat H» mindestens den Rang n.
Aus (17) folgt n € &He, so gilt: € Hs, eH, woraus nS He und n HS ¢ H.
Da He vom Rang n und H7n(EHe) vom Rang =n ist, mub Hny=He
bestehen. Wegen Satz 15 gilt ebenso nH=¢H. Daraus und aus der Ergén-
zung vom Lemma 5 folgt nHy=HnynnH=HeneH=¢&He, d.h. séHe ist
vom Rang n.

Umgekehrt, sei sHs vom Rang n. Wegen der Induktionsvoraussetzung
ist He mindestens vom Rang n, deshalb gibt es ein Linkshauptideal
Hn (S He) (i =n) vom Rang n. Da offenbar 7¢=1 gilt, enthalt das Links-
ideal Hen das Element ne-n—nn=n, woraus Hn<S Hen folgt. Dies
bedeutet mit Hen & Hy zusammen, daB
(18) Hen=Hyn (=)
besteht und Hen vom Rang n ist. &7 ist wegen en-en—e-nep=—en €n
idempotentes Element; somit folgt aus (18) und aus der Ergdnzung vom
Lemma 5

(19) enHen=eyHnHenSEeHNnHe=¢Hs ((em)*=&n).
enHen ist nach der Induktionsvoraussetzung mindestens vom Rang n, es
gilt also wegen der Annahme und (19) enHen=eHe. So ist ¢ in der Form
& =gnoen darstellbar, woraus wegen 7' =

(20) EN=ENQEN —ENOEY = ¢

folgt. Angesichts (20) besteht Hey= He, d.h. He ist vom Rang n. Damit
ist Satz 15 bewiesen.
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Es ist moglich der Suschkevitsch-Kern vom Rang n der Halbgruppe
H zu definieren und dhnliche Ergebnisse, wie im Fall n=1. zu bekommen.
(L. Fucss [3].)

Ein idempotentes Element & von H nennen wir vom Rang n, wenn das
Quasihauptideal ¢éHe vom Rang n ist; wegen Satz 13 ist &# im Falle n=1
primitiv. Nach L. Fucns [3] gilt, da die Menge aller Elemente von H, die
ein festes Quasihauptideal nH7 (3==17) erzeugen, eben mit der Gruppe
H, zusammenfillt. Aus dieser Bemerkung und aus Satz 12 erhdlt man:

Satz 17. In einer Halbgruppe H mit relativ Inversen gilt fiir jedes
Quasihauptideal ¢He (¢=¢) vom Rang n die folgende Zerlegung

8H9=ZH,51+---+2H.%_1+He,

n-1

wo &, alle in eHe enthaltenden idempotenten Elemente vom Rang 1,...,&
alle idempotenten Elemente (€ eHe) vom Rang n—1 durchlduft.
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