Uber Gruppen von Automorphismen in
affinzusammenhiingenden Riumen von Linienelementen.

Dem Andenken von Professor T.Szele gewidmet.

Von Gy. S00s in Debrecen.

1. Einleitung.

Es sei eine Mannigfaltigkeit mit einer vorgeschriebenen differentialgeo-
meftrischen Struktur gegeben. Eine Abbildung dieser Mannigfaltigkeit auf sich
wird ein Automorphismus der Mannigfaltigkeit genannt, falls sie die differen-
tialgeometrische Struktur, mit der die Mannigfaltigkeit versehen ist, invariant
1a6t. Die Menge dieser Automorphismen bildet, unter gewien Bedingungen,
eine kontinuierliche Transformationsgruppe, die man die Gruppe von Auto-
morphismen nennt.

In einer Mannigfaltigkeit von Linienelementen (deren Grundelement in
einer lokalen Koordinatenumgebung mit den Koordinaten (x', ..., x*; ', ..., ")
bestimmt ist) kann man z. B. eine metrische Struktur einfilhren, indem man
die Existenz einer sog. Grundfunktion L(x, v) postuliert. Eine andere Struktur,
der affine Zusammenhang, ist durch ein Paar von differentialgeometrischen
Objekten £7ji(x,v) und Cji(x, v) gegeben. Eine Abbildung x'= ®'(x), v'=
= @"(x, v), (? bedeutet die durch @ induzierte Abbildung der Linienele-
menten) heiBt eine Isometrie (oder Bewegung), falls L(x, v) = L(®@(x), @ (v)),
ist, eine homothetische Transformation (Homothetie), falls

L(x, v) =cL(D(x), @' (v)), ¢ =const., c>0
ist, eine Affinitat, falls gleichzeitig

(@), D (v)) = T(P(x), P () Ciu(P(x), @ () = Ep(P(x), P (1))
erfiillt ist, usw.

In einer fritheren Arbeit [3], in der wir den Begriff der Gruppe von
Affinitdten einer Mannigfaltigkeit von Linienelementen eingefiihrt haben, be-
schéftigten wir uns mit dem Problem der Existenz einer solchen Gruppe.
Um dasselbe Problem handelt es sich in einer Arbeit von H. HIRAMATU [2]
im Falle der homothetischen Transformationen. In dieser Arbeit wird der
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Zusammenhang dieser Gruppen untersacht und es wird unter anderem, gezeigt,
daB man die Gruppe von homothetischen Transformationen als Untergruppe
der Gruppe von Affinititen auffassen kann. Es werden notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir die Existenz homothetischer Untergruppen auf-

gestellt.

2. Homothetische und affine Transformationen.

Damit eine infinitesimale Transformation
21 X =x'+E(x)dt
mit der zugehdrigen Transformation des Linienelements
o 14
(2.2) u'_ww—-[d;-;-wot}vf

eine infinitesimale Homothetie bzw. Affinitat sei, ist es notwendig und hin-
reichend, daB die Relationen

(2.3) degii =2cgy (c=const., ¢ > 0)
bzw.
(2.9) 45=0 (2.5)  4Chp=0

bestehen. Der Operator 4; bedeutet die der infinitesimalen Transformation
(2.1) und (2. 2) entsprechende Lie-Ableitung.

Es ist leicht nachzuweisen, daB ein Vektorfeld &, das der Gleichung
(2.3) gentigt, auch den Gleichungen (2.4) und (2.5) geniigt. D. h., eine
infinitesimale Homothetie einer Mannigfaltigkeit von Linienelementen ist stets
eine infinitesimale Affinitat.

Wir geben nun eine tensoranalytische Charakterisierung der infinitesi-
malen Affinitit.

Satz 1. Die einer infinitesimalen Transformation (2.1) und (2.2) zu-
gehorige Lie-Ableitung ist dann und nur dann mit den kovarianten Ableitun-
gen erster und zweiter Art eines beliebigen Tensorfeldes vertauschbar, falls

4Tn—0, 4:Cixi—=0
ist, d. h. falls es sich um eine infinitesimale Affinitdt handelt.
BEwEels. Es sei Hi(x,v) ein beliebiges Tensorfeld. Die kovarianten
Ableitungen erster und zweiter Art ordnen dem Tensorfeld die Tensorfelder
oH; oH;

T I+ Y ra—Hol's

(2.6) Hjpn =
bzw.

@.7) A -"’a—’:f- +H ClumHCs
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zu. Die Lie-Ableitung 4; H'; ist wieder ein Tensor des Typus von HY:

2.8) deHy= ol +- 2 g™ — gt HLE
Es ist bekannt, daB§ i
: H
2.9 PACREPALL BPY DN

Nach einer einfachen Rechnung bekommt man die folgende Vertau-
schungsformel :

(Jstv)rk—da(Hfrlk)_H‘f A Do+
i sk e —H% AT,

Wendet man den Lieschen Ableitungsoperator auf die Gleichung (2. 7)
an, so erhdlt man auf Grund (2. 9) die Formel :

Ae(H}.x) = de(H.2) + Ciode H™; + H™ 4 Con— Cu de Ha —
—H'nd;CJ'x = (de H)su+ H™ s Cose— Hn 4 CJ"

(2. 10)

d. h.
(2.11) de(H' ) — (e H') o = H™ A Cok — Hum 4 C'x.

Wegen der Willkiirlichkeit des Tensorfeldes folgt, daB die rechten Seiten
der Gleichungen (2.10) und (2. 11) dann und nur dann verschwinden, falls
45 =0, 4:Cjp=0 ist, d. h., falls die infinitesimale Transformation eine
infinitesimale Affinitat ist.

Es gilt der

Satz 2. Geniigt eine infinitesimale Transformation T den folgenden
Bedingungen :

a) T ist eine infinitesimale Affinitdt,

b) digij=2vy(x,v) gy so stellt T notwendigerweise eine infinitesimale
Homothetie dar.

BEWwEIS. Es geniigt zu zeigen, daf aus den Voraussetzungen a) und b)
die Relation vy(x, v) = const. folgt. Die folgende Formel ist bekannt :
@ 12) 4: i = = & {(48ej) 1+ (degar) |— (e &) 1} —
—Cjadi Tox V' —Cradi Toj v* + 8 Cio e T V',
Nach a) und b) ist 4 7;i—0 und 4eg.; = 2w (X, v)g,. Setzt man diese
Werte in (2. 12) ein, so wird:

1 ia i i ia
> & {2Y1x8ei+2Y);8a—2¢ a€ix} = Y1r0j+¥)i0k— Y18 " gix=0.
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Es sei nun i=j und wir summieren iiber diese Indizes:

APt Pp—yPp=ny;=0
woraus

2.13) W(x, v) =0 folgt.
Da T eine infinitesimale Affinit4t ist, gilt 4 Cjx=0. Wir derivieren die
Gleichung
4:gii=2vg;
partiell nach ¢':

(2.14) A:gij.1=2vg;.1+ 285 1.
Es ist aber
4 Cly=4e(g"™ Cy) = (4eg™) Cin+ g™ 4: Cin=0.
Da wegen g™ g — di
A= g™
ist, haben wir aus der vorigen Gleichung
A Cijn =29 Ci.
Diese Gleichung (2. 14) kann man daher in der Form
4:8ij1=24Cn=4yC=4yCiu+2gy¢.
schreiben, woraus

2gy.=0
oder
(2.15) Y.=0
folgt.

Nach (2.13) ist

31,0 o m

1P|k=a_x*""#’,lrmkv =0.

Nimmt man (2.15) in Betracht, so folgt ?a-;f-:-=0, der Skalar v ist
daher eine Konstante. Damit ist Satz 2. bewiesen.

3. Homothetie in Finslerschen Réumen skalarer Kriimmung.

Es ist bekannt, (Berwald [1]), daB in einem Finslerschen Raum skalarer
Kriimmung die folgende Relation zwischen dem Kriimmungstensor Ry und
dem KriimmungsmaB R besteht:

RS im = Rl = Ry(Gh— P L) —
3.1) : _
— 3 Rin(@ =P 1) + R(k: G —lnd).
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Diese Relation ist charakteristisch, da aus der obigen Form des Ten-
sors Ro’w die Eigenschaft der skalaren Krimmung folgt.

Ist in Gleichung (3.1) R;:=0, so folgt aus einer von L. BERWALD
herriihrenden Verallgemeinerung des SCHURschen Satzes, daB sich R notwen-
digerweise auf eine Konstante reduziert. In diesem Fall ist

(3. 2) R&n = f?&. = R(l‘djm""ln djﬁ) —_ Rr(gud:_gnsdf)

Ist eine infinitesimale Homothetie gegeben, so gelten auBer den definie-
renden Gleichungen

3.3 degi=2cgy,
unter anderem auch die Gleichungen
d{ kﬂ-=0’

aus denen die Gleichung
(3.4) A R im = d¢ R =0
folgt. Wenden wir nun den Lieschen Ableitungsoperator auf (3.2) an, so
wird wegen (3.3) und (3.4)

AeR'in= A Riin=RI (2 ngs—2c¥ gn) =

2ch‘(d.’.g..—d’.g...,) - 2CROjn‘n-

Ist R=<=0, dann ist auch R¢;»==0, daher kann (3.5) nur im Falle c=0
bestehen. Damit ist folgender Satz bewiesen :

Satz 3. In einem Finslerschen Raum konstanter Krlimmung R ==0 kann
keine eigentliche (c==0) infinitesimale homothetische Transformation existieren.

(3.5)

Dieser Satz liefert eine Verallgemeinerung einer bekannten Behauptung
der Theorie der Riemannschen Geometrie konstanter, nichtverschwindender
Kriimmung.

4. Die Gruppe der homothetischen Transformationen,
als Untergruppe von Affinitiiten.

Setzen wir die Existenz einer r-parametrigen Gruppe von Affinititen
G, in einem Finslerschen Raum voraus, dann haben wir

dfgl-;::'o: d{pcj‘:l’=0: (ﬁ=|,...,r)

wobei die Vektorfelder & eine Basis der Lieschen Algebra der Transformations-
gruppe G, bilden.

Es fragt sich, unter welchen Bedingungen Konstanten ¢?(o0=1,...,7)
und ¢ derart existieren, daB die durch den Vektor & — ¢"E bestimmte infini-
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tesimale Transformation eine infinitesimale homothetische Transformation
darstellt, d. h. die Gleichungen
4.1) degii =", g =2cg;

bestehen.
Damit die Gleichungen (4. 1) in den Unbekannten ¢ und ¢ ein Losungs-

system haben, ist es notwendig, dab
4.2 Rang || 4,8, gl <r+1.
Ist der Rang ndmlich s<r-41, so haben wir r41—s linear unab-
hidngige Losungssysteme @a(x,v), Ya(x,v):
Paloij == 2a gy (e=1,...,r4+1—5)

wobei figi; = ¢ gi; ist.

Wir zeigen, daB die Bedingung (4. 2) auch hinreichend ist, da aus den
Grundldsungen (4. 3) ein konstantes Ldsungssystem immer bestimmbar ist.

Wir differenzieren deswegen (4. 3) kovariant nach x*:
(4.9 Pakhoi + Palioij| k = 2a |1 Lij.
Da 4, Iy =0 ist, ist nach Satz 2. die kovariante Ableitung mit der Lieschen
Ableitung vertauschbar. Folglich ist

hoijix = (de,89) 1 = 4e,(&i1x) =0.
Dann haben wir aus (4.4)

Pa|khoij = 2a1x Qi

d. h., auBer den Funktionen ¢ bzw. v, sind auch die Funktionen @z bzw.
Ve x LOsungen von (4.1). Man kann also Funktionen LZ; derart finden, daB

(4.5) 9’:|k==L£ktP‘§, 1Pa|t=LgHPp
bestehen.

Wir derivieren nun (4. 3) partiell nach +':
4.6) &a.1hoij+ Palleij. 1 =2Va. 18+ 2VWagij.1-

Da 4;,Cj =0 ist, haben wir
hoij.1= (4, 8). 1=, &ij.1 =24, Cn=
=24, (8im C) = 2(4, gim) €1+ 28in 4 €1 =
= 2 C;“Idcﬂ,gi- — ZC;“Ihqim .
Setzen wir die erhaltene Werte in (4.6) ein, so kommt:
a1 hoij+29aC 1 Aoim == 2Wa 185+ 2Wagij .1
Pe. 1hoii 4+ 2C"(@ahoim—2Vagin) =2YWa.1Zij.
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Es ist aber qa/hpim = 2Wagim, daher folgt aus der vorigen Gleichung

Pa. 1 hoij = 2a 1 85j.
Dies bedeutet, daf auch die Funktionen ¢g ; und ... Losungen sind.
Folglich existieren Funktionen M;" derart, daf
(4' 7) ¢:-1=M¢pl¢;; "Pc.l‘_—_Mcﬂl'Pp-

Damit ein konstantes Losungssystem existiert, sollen Funktionen A% mit
der Eigenschaft

4.8) =g 4.9) =Y, (B=1,...,r+1—5)

gewahlt werden konnen.

Wir zeigen, daB Funktionen 2“ mit obiger Eigenschaft wirklich exis-
tieren, indem wir fiir sie ein unbeschridnkt integrables Differentialgleichungs-
system aufstellen.

Zu diesem Zwecke bilden wir die kovariante Ableitung von (4. 8). Dann
wird auf Grund von (4.5):

Ao gs + A gh)e = e + 4 L) o = ¢"|x =O0.
Wegen der linearen Unabhingigkeit der ¢ ist

(4.10) e+ 4 Lo =0.
Die partielle Ableitung von (4.8) nach +* gibt auf Grund von (4.7):
4.11) T4 ¥ Mg =0.

Die kovariante, bzw. partielle Ableitungen von (4.9) fiihren im Wesent-
lichen zu einem mit (4. 10) und (4. 11) dquivalenten Gleichungssystem.

Es geniigt daher zu zeigen, daB (4.10) und (4. 11) fiir 2° unbeschrankt
integrabel sind. Wir stellen nun die Integrabilititsbedingungen von (4. 10)
und (4. 11) zusammen.

Es ist auf Grund von (4.10):

(4.12) lfq; —lfm = A" (Lyye— Ly + LE;L&—L;;L& k
Nach einer bekannten Vertauschungsformel ist
(4.13) Wi — Ay = — 2 Rija = 27 — My R
Die Subtraktion von (4.13) aus (4.12) gibt
(4.14)  (Ly— Lo +Li Ly — Ly Lix— My Ria) Y = 0.
Im Falle von (4. 11) fiihrt die Bedingung
A x—A% =0

zu folgender Integrabilititsbedingung :
(4.15) (M3s.1— M.+ M Moy — M M) 27 = 0.
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Die letzte Bedingung erhalten wir aus der Berechnung der Differenz

lﬁ:. I—l‘_'m: .
(4. 16) (Mo —Lyx.1+ LS;M‘:,:.—*L‘;&MI:—M%FEW')F= 0.

Wir zeigen, daB die die Koeffizienten von 4¥ in Gleichungen (4. 14)—(4. 16)
identisch verschwinden.

Dazu bilden wir die kovariante Ableitung von (4.5) nach x', dann
vertauschen wir die Indizes ¥ und /, und betrachten die Differenz der ent-
stehenden Gleichungen:

(4.17) Pa— Papue = (Lop— Lup + Las L — Lar L) 5.
Andererseits ist
(4.18) Paikt— Pajie = — Par. m Row = — Moym R 95 .-

Die Differenz der vorangehenden Gleichungen ist

(Laxp— L+ Lﬂ*LE’; —~L5. L + M3 Ry )95 =0,
woraus man wegen der linearen Unabhingigkeit die folgende Relation erhilt:
(4.19) Laxy— La + LgkL}—-LgrL;k + M3 Ry =0.

Ein dhnliches Verfahren fiihrt im Falle der Gleichuhgen (4.5) und (4.7) zu
den Relationen:

(4. 20) M2 =My .o+ MaMj—MaMpu =0
(4.21) LY xa—M} 1+ LMy — L Mo+ M I3 10* = 0.

Auf Grund von (4. 19), (4.20) und (4. 21) reduzieren sich die Integra-
bilitatsbedingungen (4. 14), (4. 15) und (4. 16) auf Identititen, folglich sind die
Gleichungen (4. 8) und (4.9) unbeschrankt integrabel.

Wir haben daher den

Satz 4. Es sei in einem Finslerschen Raum eine r-parametrige Gruppe
von Affinitdten G, gegeben. Damit G, wenigstens eine einparametrige Gruppe
von homothetischen Transformation enthdlt, ist es notwendig und hinreichend,
dap

Rang || 4,8, &ll<r+1.

Ist der Rang s<r+1, so ist die homothetische Untergruppe von der Dimen-
sion r+1—s.
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