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Uber Additions- und Subtraktionstheoreme.

Dem Aadenken meines unvergesslichen teuren Freundes und Kollegen Professor
Dr. Tibor Szele mit tiefster Erschitterung und Ehrerweisung gewidmet.

Von J. ACZEL in Debrecen.

O. PERRON [8] hat in einer gleichbetitelten Arbeit in 1920 iiber die Funk-
tionalgleichungen

(M f(x+y)=Flf(x),f()]
und

) f(x—y)=G[f(x), f(x)]
gesprochen.

Die Gleichung (1) kann offenbar ais Verallgemeinerung der CAUCHYschen
Funktionalgleichung

3) J(x+y)=f(x)+1(»)

betrachtet werden. Wie bekannt, befaBit sich eine groBe Anzahl von
Arbeiten mit dieser und #hnlichen Gleichungen. In gewissem Sinne ist das
aligemeinste Resultat auf diesem Gebiete das von A. OsTrROWSKI [7] (vgl.
auch H. KESTELMAN [5]) in 1929 erreichte Ergebnis, daB falls eine Losung der
Funktionalgleichung (3) auf einer Menge von positivem MaBe durch eine
meBbare Funktion majorisierbar ist, so kann sie nur von der Gestalt

“ JGx)=cx

sein. Die allgemeinere Gleichung (1) wurde von R. CaccioppoLi [2]. fiir
nicht-negative Verdnderliche beziiglich meBbarer Losungen und vom Verfasser
der vorliegenden Arbeit ([1]) fiir ein beliebiges beziiglich der Addition ge-
schlossenes reelles Intervall beziiglich der stetigen streng monotonen Ldsun-
gen untersucht.

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir, daB falls (1) bzw. (2) eine
nicht-konstante stetige LOsung hat, so ist jede, auf einer Menge von positivem
Masse durch eine meBbare Funktion majorisierbare Losung stetig und falls
nicht konstant, so streng monoton. Wir werden auch den Ausdruck der alige-
meinsten solchen Losungen aus einer partikuliren Losung finden, sowie die
Bedingungen dafiir, daf eine oben vorausgesetzte Losung {iberhaupt existiere.
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Der letztere Gedankengang wird denen von E. CARTAN [3] bzw. M. Hosszu
[4] und P. LoreNzeN [6]*) in gewisser Hinsicht dhnlich sein.

Das Ergebnis stiitzt sich auf den oben erwihnten Satz von OSTROWSKI
und enthdit ihn auch offenbar, da ja die Existenz einer nicht-konstanten ste-
tigen Losung von (3) durch (4) (mit ¢ 5=0) gesichert ist.

1. Die Gleichung
0 fx+y)=F{fx).fo0)
soll eine stetige, nicht-konstante Ldsung besitzen, die ihr fiir alle reelle x,y
Genfige leistet. Wir untersuchen was fiir Einschrankungen dies beziiglich der
Funktion F(z, v) bedeutet.

Erstens wird offenbar das uns interessierende Definitionsbereich von
F(u,v) beztiglich beiden Verfinderlichen ein offenes Intervall (a, b) sein. An-
dererseits muB F(u,v) wegea der Stetigkeit von f eine stetige Funktion sein.

Setzen wir weiter x =0 bzv. x=—1y ia (1), ein so erhalten wir

fO)=F[0).f O

J@=F{f(—». O],
d. h.mit f(y) =v, f(0)=e, f(—p)=v"!

bzw.

(5) F(e,v)=v,
bzw.
(6) Fv,v)=c¢,

Endlich folgt aus

. F{F[f(x), W), f(2)} = f(x+y+2) = F{ f(x), FI), f(2)]},
™ FIF(u,5), w] = Flu, F(v, W)].

Es kdnnen natiirlich auch weitere Bedingungen beziiglich F abgeleitet
werden (z.B. Symmetrie), wir werden aber zeigen, daB schon diese dazu
geniigen, daB (1) sogar eine streng monotone, stetige Losung besitze. Da (7)
die Assoziativitit, (5) bzw. (6) die Existenz von Einheits- und Inverselemen-
ten bedeutet, kdnnen unsere Bedingungen darin zusammengefaBt werden daB
es ein offenes Intervall (a, b) gebe, in welchem die Operation
¢S] F(u,v)=uov
eine stetige Gruppe bildet.

Mit dieser Bezeichnung wollen wir also beweisen, dafl es unter dieser
Bedingung immer wenigstens eine stetige streng monotone Funktion f(x)
derart gibt, daB

©) fx+9)=Ff(x)o 1)
gelte.

*) Vgl. auch die inzwischen erschienene Arbeit H. Furstensero, The inverse aperafion
in groups, Proc. Amer. Math. Soc. 6 (1955), 991—997. (Bemerkung bei der Korrektur, 17, 4, 1956).
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Erstens zeigen wir, da F(u,v)=uwuov in beidem Verdnderlichen streng
monoton wdchst. Es ist z.B. fiir v<w wegen (5)

ecy<eow

und gidbe es ein u derart, dab

(10) UoV=UoW

wire, so wiirde es aus Stetigkeitsgriinden auch ein # geben, fiir welches
fov=1tow,

was nicht moglicht ist. (Die Linksmultiplikation mit t' wiirde v=w ergeben
im Gegensatz zu v < w.) Also gilt (10) fiir kein u, d. h. F(4, v) = uov wichst
in ¢, w. z. B. w. Ganz dhnlich verlauft auch der Beweis des Wachsens in u.
Deshalb ist auch die immer existierende und eindeutige Funktion
Rk m

u™=uollo...oll
stetig und streng monoton wachsend in u. (Der Exponent in u™ ebenso wie
in u' wird nicht im Sinne des gewdhnlichen Potenzierens, sondern im Sinne
der Potenz-Operation beziiglich der ,Multiplikation“ o benutzt.) Wegen (7)
gilt auch
(11) umou" =yt
und wegen der strengen Monotonie

™' =umou Z u™ oe=u™, je nachdem uZe.

Wir behaupten ferner, daf hier

: o o
lim e B nachdem u Ze

ist. Als monotone Folge hat ndmlich 4™ einen (endlichen oder unendlichen)
Grenzwert und wire lim u™={¢€(a,b), so wire wegen der Stetigkeit von

w=-»=@

F(u,v)=uov

f=foe§ tou= (lim u™)ou=Ilim (u™ou)=lim u™+' ={,

m—o "m0 m—»@

ein Widerspruch! Also gehort lim «™ nicht zum offenen Intervall (a, b)) muB

m—+o

also als Grenzwert einer Folge deren Elemente in (a, b) liegen, ein Rand-
punkt dieses Intervalles sein, w. z. B. w. — Deshalb ist

m=v

immer eindeutig 16sbar, und zwar uZe, je nachdem vZe. Die Losung sei
mit
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bezeichnet. Wir flihren noch die Bezeichnung
1y™
(=)

Jetzt sind wir schon im Stande jene Funktion f(x) zu konstruieren,
deren Existenz wir behauptet haben. Es sei

f)=c

c>e,

e
ne
ein.

z. B. rechts von e:

dann sind
|

fmy=en, f(%)=c*,

A2 ==

alle rechts von e. Es gilt wegen (11)

A)er)= () o) = ()=o)

) Ao ) (5) o)

d. h. fir positiv rationale x, y gilt (9), und f ist streng monoton.
Insbesondere ist
1
f (L) —c">e

n

und

mit wachsendem n streng monoton abnehmend und hat den Grenzwert e.
Hitte diese Folge ndmlich einen Grenzwert
§ 1
lim f[l) =lim ¢*=d >e,

SO0 wire

et ) o ] -

fi— O

ein Widerspruch! Also ist

(12) lim f[i]=e.

n>o n
Wird also fiir ein beliebiges positiv reelles x f(x) als der Dedekindsche
Schnitt von {f(r.)} und {f(R.)} definiert, mit rationalen r., R. und

1
lTn<X< R R.‘—r..=;—,
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so ist diese Definition eindeutig und die so erhaltene stetige Funktion f(x)
erfiillt (9) fiir jedes positiv relle x. f(x) bleibt auch streng monoton, da es
fiir zwei reelle x < x’ immer zwei rationale r, 7 gibt, so daB x<r<r<x’

und also
: fx) = f(r) <f(r) = f(x)
gilt.
Fiir negative x lautet die Definition:
fG)=f(—x)" (x<0, f(—x)o f(x)=f(0)=e)

und da in unserem Falle f(—x)>e war, wird f(x) <e und f(x) bleibtstetig
und wie sofort zu sehen ist, auch streng monoton. Auch (9) bleibt erfilllt :

@) o f@) =F(—x)" o f(—p) ' =[f(—=p) o f(— )] =f(—x—p) "' =
=f(x+y) (x<03y< 0):

fX) o f) = f(—x)" o f() =F(—x)" 0 f(—Xx) o f(x+y)=f(x+ )
(x<0,y>0,x+y>0),
() o fO)=F(—%)" 0 f0) =[f() e —x—p)] " o f(3) =
=f(—x—=0) "o f()" 0 f(3) =f(—x—y) " =f(x+)
(x<0,y>0,x+y<0)
Wir elhielten also den

Satz 1. Die Funktionalgleichung (1) besitzt dann und nur dann eine
nicht-konstante stetige Losung fiir alle reelle x,y, falls es ein offenes In-
tervall gibt, das unter der Operation (8) eine stetige Gruppe bildet. Hat ande-
rerseits (1) fiir jedes x, y, iiberhaupt eine stetige Lisung, so ist diese, falls
nicht konstant, so streng monoton.

Es seien jetzt f(x) und g(x) zwei LOsungen derselben Funktionalglei-
chung:

0] f(x+y)=F[f(x),f»)],
(13) g(x+y)=Flgx),g()]
und zwar setzen wir voraus, daf f(x) stetig und streng monoton, g(x) auf
einer Menge von positivem MaBe durch eine meBbare Funktion majorisierbar
(minorisierbar) ist. Da die stetigen und streng monotonen Funktionen inver-
tierbar sind, folgt aus (1)

F(u,v)=f1f" @)+/"@)]
und aus (13)

gx+y)=fU"[g™]+f"[g ),

d. h. mit

h(x)=f"[g(x)]
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(eine Funktion mit meBbarer Majoranten auf einer Menge von. positivem

MaBe):
h(x+y)=h(x)+h(),

was eben (3) ist. Aus dem in der Einleitung erwdhnten Satze von A.
OsTrowskl [7]—H. KesTELMAN [5] folgt also, daB

h(x) =cx, g(x)=f(cx)
ist. Dies ergibt den

Satz 2. Falls (1) weningstens eine njcht-konstante stetige Lisung hat,
so ist jede Losung von (1) die auf einer Menge von positivem Mape eine
mefibare Majorante (Minorante) besitzt, auch stetig (und wenn nicht-konstant,
so streng monoton). Es geniigt mit jeder Funktion f(x) die der Gleichung
(1) Geniige leistet auch f(cx) derselben Gleichung, und unter den Funktionen
der betrachteten Art nur diese.

(Man sieht namlich aus (1) sofort, daB falls f(x) der Gleichung (1)
geniigt, so tut dies auch f(x) mit beliebigem c).

2. Wir gehen jetzt zu der Gleichung

(2 f(x—y) = G[f(x), ()]
iiber, die wir mit der Bezeichnung

(14) G(u, v)=ufv

in die Gestalt

(15) Jx—y)=f(x)/f(»)

schreiben wollen, und untersuchen was fiir Einschrankungen die Existenz
einer nicht-konstanten stetigen Losung von (2) fiir die Funktion (14) mit sich
bringt.

Vorerst sehen wir wieder, da aus der Stetigkeit der nicht-konstanten
Funktion f die Stetigkeit von G(u, v) und die Notwendigkeit dessen, daB das
Definitionsbereich von G beziiglich # ebenso wie beziiglich » auch hier ein
offenes Intervall sein muB, folgt.

Die Einsetzung von y =0, bzw. y=x in (15) ergibt dann

f(x) =f(x)/f(0),

f(0) =f(x)/f(x),
oder mit der Bezeichnung f(x) =u, f(0)=e:

bzw.

(16) ule=u
bzw.
(17) ufu=e,

d. h. es gibt ein Rechtseinheitselement e beziiglich der Operation u/v die
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sich als involutorisch erwiesen hat. — Endlich folgt aus
Ff ) =fx—y)=fllx—2)— (=N =F(x—2)/f(r—2) =
=[SV )]
die ,Transitivitatsgleichung“
(18) (afw)/(v/w) = ufv.

Wir beweiseén, daf diese Bedingungen auch hinreichend sind damit (2)
sogar eine streng monotone stetige Losung besitze. Dies wird durch Zuriick-
fithrung auf den Satz 1. geschehen.

Vorerst folgt aus (17), (18), (16)

(19) ef(e/u) = (u/u)/{e/u) = ufe =u
und
(20) afw=v/w nur fir u=v,
da aus

ufw = vfw,

(a/w)/(e/w) = (v/w)/(e/w),

ufe =vfe

und also
U=y

sich bewdhrt. [(18), (16)]
Jezt definieren wir eine Operation

(21) uov = uf(efv)
die zusammen mit |/ stetig ist und dasselbe Definitionsbereich hat. Aus
(22) ov=—w
folgt
(23) w/v =u,
oder in equivalenter Form
(29) (aon)/v = [uf(e/o))/leNe/v)] = ule = u
wegen (21), (19), (18) und (i16).
Weiter ist

eov=ef(e/v)=rv

wegen (21) und (19), und falls
vl=efv
definiert wird:
v lov=/{e/v)/(e/v)=ce.
wegen (21) und (17); also hat die Operation (21) Linkseinheits- und Links-
inverselemente. Andererseits folgt aus (18) und (24)
[(wov)owY(vow) = {[(uor) o wyw}/I(vow)/w—(uo v)v—u—
— fuo{vow)l/(vo w)
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und daraus wegen (20) die Assoziativitat

(mov)ow=uo(vow,
d. h. es gibt ein offenes Intervall, das unter der Operation (21) eine stetige
Gruppe bildet. Der Satz 1. ergibt, daB
(25) f@+y)=1(2)°f0)
eine streng monotone stetige Losung hat, falls die rechtsstehende Operation
die in (21) definierte ist und unsere Bedingungen bestehen. Setzen wir in
(25) z=x—y ein und beachten wir, dab aus (22) das Bestehen von (23)
folgt, so sehen wir, daB jede stetige und streng monotone Funktion, die der
Gleichung (25) Geniige leistet, auch

Jx)=f(x—y)o f(»)
und

(15) J(x—y)=F(x)/f(3),
d. h. (2) erfiillt.
Wir haben also denn

Satz 3. Hat die Funktionalgleichung (2) fiir alle reelle x eine stetige
Ldsung, so ist diese, falls nicht konstant, so streng monoton. Fiir die Exis-
tenz einer solchen nicht-konstanten (streng monotonen) stetigen Ldsung ist es
notwendig und hinreichend, daf es ein offenes Intervall gebe, in der die
Operation (14) stetig, transitiv [(18)] und involutorisch [(17)] ist und ein
Rechtseinheitselement [(16)] besitzt.

Es sei jetzt wieder f(x) eine stetige und streng monotone Losung der
Funktionalgleichung
(2 f(x—y)=GAx),f ()]
und g(x) eine beliebige andere, auf einer Menge von positivem MaBe mit
einer meBbaren Funktion majorisierbare (minorisierbare) Losung derselben
Gleichung :
(26) g(x—y) = Glgx), g»)]-
Es folgt wieder aus (2)

G(u, v)=f1f (@) —f" ()]

gx—y)=ff"1g@—f" g}
Also fiir h(x)=f'[g(x)], die eine Funktion mit meBbarer Majorante auf
einer Menge von positivem MaBe bleibt:
h(x—y) =h(x)—h(),
d. h. mit x—y=2,x=y+z:
h(y+2)=h () +h(2), h(z)=cz,
laut dem Satze von A. OsTROWSK! [7]—H. KESTELMAN [5]. Dies ergibt end-
lich den

und aus (26)
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Satz 4. Falls (2) wenigstens eine nicht-konstante stetige Ldsung hat, so
ist jede Losung von (2) die auf einer Menge von positivem Mape eine
mepbare Majorante (Minorante) besitzt, auch stetig (und wenn nicht kons-
tant, so streng monoton). Es geniigt mit jeder Funktion f(x), die der Glei-
chung (2) Geniige leistet, auch f(cx) derselben Gleichung und unter den
Funktionen der betrachteten Art nur diese.

(DaB diese Funktionen (2) auch tatsichlich erfiillen, ist auch hier evi-
dent.)
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