Die beschriinkt-rekursiven Funktionen und
die Ackermannsche Majorisierungsmethode.

Dem Andenken meines Freundes Tibor Szele gewidmet, der mit seinem hingebenden
und fruchtbaren mathematischen Wirken und mit seiner opfervollen Menschlichkeit
immer unser Vorbild bleibt.

Von ROzSA PETER in Budapest.

Einleitung.

1. Die allgemeinen Kenntnisse iiber rekursive Funktionen sind in mei-
nem Buch') zu finden, zur Einleitung werde ich aber auch hier alles auf-
zdhlen, was ich in dieser Arbeit benutzen werde.

Unter rekursiven Funktionen werden solche zahlentheoretische (d. h. fiir
nicht-negative ganze Argumenten definierte und nicht-negative ganze Werte
annehmende) Funktionen verstanden, welche von gewissen Ausgangsfunktio-
nen ausgehend durch eine endliche Kette von Substitutionen und Rekursionen
aufgebaut werden. Der Begriff der Rekursion kann dabei verschieden abge-
granzt werden, so erhdlt man verschiedene Funktionenklassen, die in der
mathematischen Grundlagenforschung eine wichtige Rolle spielen.

2. Zur Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen gelangt man von den
Ausgangsfunktionen O und n+-1 ausgehend, wenn unter primitiver Rekursion,
die eine Funktion ¢(n,a,,...,a,) mit Hilfe der bereits bekannten Funktionen
a(ay,...,a) und (n,ay,...,a,,b) angibt, die folgende, aus zwei Funktional-
gleichungen bestehende Definition verstanden wird:

90, ay,...,a,)=¢(ay,...,a)
¢o(n+1,a,...,a)=8(na),...,a, 9(n,a,...,a)).
Dabei ist n die Rekursionsvariable; die erste Funktionalgleichung definiert
den Wert von ¢ fiir n=0, und die zweite zeigt, wie der fiir n41 ange-
nommene Wert aus dem fiir n angenommenen zu gewinnen ist.

Eine Beziehung B(a,,...,a,) zwischen a,, ..., a, wird primitiv-rekursiv

genannt, wenn zu ihr eine ,charakteristische* Funktion ¢(a,...,a,) zu fin-

1) R. Péter, Rekursive Funktionen, Budapest, 1951.
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den ist, so daB B(a,,...,a,) zwischen solche und nur solche a,,...,a, be-

steht, fiir welche ¢(a, ..., a,) =0 gilt.
Die in der elementaren Zahlentheorie gebrduchlichsten Funktionen und

Beziehungen sind primitiv-rekursiv, z. B. jede Zahl (als Konstante), n, m+-n,
m-n, m", |m—n|, und die Beziehungen m <n, m=n, m==n; die weniger
allgemeinbekannten, die ich benutzen werde, zdhle ich hier auf:

1. sg(n)— 0, falls n=0

1, falls n==0,

—n, falls m=n
0, falls m<n,
pn=die n+ 1-te Primzahl,
exp.(a) = der Exponent von p, in der Primfaktorenzerlegung von a,
. samt e(ay,...,a,, n) auch

\ m
m#n:?

oW N

ol vy 05 0) o T o, .o 8, D),
=0

=0

6. samt «(a,,..., a,, n) auch
uili = n und e(ay,~..,a,, i)=0]

dessen Wert das kleinste i bis n ist, fiir welches e(a,...,a,,i))=0 gilt,
falls ein solches i existiert; und O, falls bis n kein solches i vorhanden ist,

7. samt den Funktionen «,,..., @ und den einander gegenseitig aus-
schlieBenden Beziehungen B,, ..., B, auch die durch die ,zusammengeflickte,,
Rekursion definierte Funktion :

ai(a,...,a) falls Bi(a,...,a;) gil,

908:,...,0:) = an1(s;...,8) s Bosll,...;q) 5 »
ax(ay, ..., a,) sonst.

3. Die in der Rekursion nicht teilnehmenden Variablen, die ,Parameter
sind auf den beiden Seiten der Funktionalgleichungen der primitiven Rekur-
sion identisch. Ich habe bewiesen?), daB falls auf der rechten Seite der zwei-
ten Funktionalgleichung fiir die Parameter bekannte primitiv-rekursive Funk-
tionen eingesetzt werden, oder sogar Werte der zu definierenden Funktion
filr solche Argumente, wobei fiir die Rekursionsvariable eine um 1 kleinere
Zahl steht als auf der linken Seite (z. B. wenn die zweite Funktionalgleichung

¢(n+1,a)=B(n, a, p(n, ¢(n, p(n, a°))))

lautet), sogar die verwickeltesten ,eingeschachtelten Rekursionen“ dieser Art
nicht von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinausfiihren.

2) R. Ptrer (Pourzer), Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe der
rekursiven Funktion, Math. Ann. 110 (1934), 612—632, — A rekurziv fiiggvények elmé-
letéhez, Mat. Fiz. Lapok, 42 (1935), 25—49.
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4. Werden dagegen solche Rekursionen zugelassen, die zugleich nach
mehrerem Variablen verlaufen, so gelangt man zu neuen Funktionenklassen.
Die ,k-fache Rekursion“ verlduft zugleich nach k& Variablen; die rekursiven
Funktionen, welche durch Verwendung von hochstens #-fachen Rekursionen
definiert werden, werden ,k-rekursive Funktionen“ genannt. ACKERMANN®) hat
bewiesen, daB die 2-fache Rekursion von der Klasse der primitiv-rekursiven
Funktionen hinausfiihrt. Ich habe sein Beispiel fiir eine 2-rekursive, aber
nicht primitiv-rekursive Funktion auf eine einfachere Form gebracht;’) die
Definition des einfacheren Beispiels lautet:

v(O,n)=n+1
w(m+1,0)=y(m, 1)
W(m+1,n+1)=y(m, w(m+1, ).
Auf der rechten Seite der dritten Definitionsgleichung treten vy-Werte zweimal
auf, ineinandergeschachtelt; im ersten ist das erste Argument kleiner als
auf der linken Seite, im zweiten das zweite Argument.

Fiir den Satz von ACKERMANN habe ich noch einen Beweis gegeben
mit Verwendung des CaNTORschen Diagonalverfahrens. Mit dieser Methode
habe ich auch allgemein bewiesen,”) daB die k- 1-fache Rekursion von der
Klasse der k-rekursiven Funktionen hinausfiihrt. Zugleich habe ich gezeigt,
daB jede k-fache Rekursion auf eine solche ,primitive“ Form gebracht wer-
den kann, worin hochstens zweifache Einschachtelungen vorkommen und daB
die uneingeschachtelte mehrfache Rekursion noch nicht von der Klasse der
primitiv-rekursiven Funktionen hinausfiihrt.

S. Es wurden noch mehrere spezielle rekursive Funktionenklassen un-
tersucht.

Die Gedanken von HERBRAND®) und GODEL’) benutzend hat KLEENE®)
den Begriff der allgemein-rekursiven Funktion eingefiihrt, d.h. einer solchen
Funktion, deren Werte (nach Prazisierung der Begriffe ,Funktionalgleichungs-
system“ und ,Berechnung“) aus einem Funktionalgleichungssystem eindeutig
berechnet werden konnen. KLEENE') hat ferner gezeigt, daB man von den
Funktionen m+n, m-n und von der charakteristischen Funktion der Bezie-

3) W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Ann. 99 (1928),
118—133. :

4) R. Perer, Konstruktion nichtrekursiver Funktionen, Math. Ann. 111 (1935), 42—60.

5) R. Péter, Uber die mehrfache Rekursion, Math. Ann. 113 (1936), 489—527.

%) J. Hersrano ¥, Sur la non-contradiction de P'arithmetique, /. Reine. Angew. Math.
166 (1932) 1—8.

) K. Goper, On undecidable propositions of formal mathematical systems, Nofes of
lectures at the Inst. for Advanced Study, 1934.

8) S. C. Kieeng, General recursive functions of natural numbers, Math. Ann. 112
(1936), 727—742.

9) S. C. Kieene, A note on recursive functions, Bull. Amer. Math. Soc. (1936),
544—546.
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hung m==n ausgehend jede allgemein-rekursive Funktion durch endlich viele
Substitutionen und w-Operationen erhalten kann, wobei die letztere Operation
folgende Bedeutung hat: ist «(a,,...,a., n) eine solche primitiv-rekursive
Funktion, daf es zu jedem a,,...,a, ein i mit e«(a,,...,a,,i{)=0 gibt, so
wird unter der aus ihr durch u-Operation gebildeten Funktion

uile(a,, ..., a,,0) = 0]
das kleinste so beschaffene i verstanden.

L.

1. ACKERMANN hat die Nicht-Primitiv-Rekursivitdt einer 2-rekursiven
Funktion so bewiesen, daf er gezeigt hat: filr geniigend groBe Werte der
Variablen majorisiert die betreffende Funktion jede primitiv-rekursive Funk-
tion. Man konnte zunichst glauben, dab eine Majoranteneigenschaft nicht
zum Wesen eines solchen Beispiels gehort. Ich verfolge hier einen Gedan-
kengang von SKOLEM.'’) Wie man leicht sieht, sind ja die primitiv-rekursiven
einstelligen Funktionen abzdhlbar; werden sie in eine Folge

91(n), @o(n), - ., Pm(n), ... *)
geordnet, so erhdlt man in den sg-Funktionen dieser Funktionen:

sg (:(n)), sg(#2(n)), ..., sg(gm(n)), ...
(mehrfach, das ist aber unwesentlich) sdmtliche einstellige primitiv-rekursive
Funktionen, welche keinen gréBeren Wert als | annehmen (ist ¢:(n) eine sol-
che Funktion, so ist ja sg(g:(n))=@i(n) ); nun kann aber das Diagonal-
verfahren auch auf diese Folge angewandt werden :

Y(n) =|1—sg (p.(n))|

ist ebenfalls eine Funktion, die keinen groferen Wert als 1 annimmt, kann
aber nicht primitiv-rekursiv sein. Denn sonst wire sie fiir irgendein k£ mit
sg (px(n)) identisch; aus

y(n) = sg (p:(n))
wiirde sich aber fiir n—=k

Y(k) = sg(gx(k))
ergeben, in Widerspruch mit der Definition von (n). Wie ich gezeigt habe,*)
kann die Abzdhlung (%) so geschehen, daf ¢.(n) 2-rekursiv ausfillt; dann
ist aber zugleich auch v (n) 2-rekursiv.

Somit haben wir ein Beispiel fiir eine 2-rekursive, aber nicht primitiv-
rekursive Funktion, welche keineswegs die genannte Majoranteneigenschaft

10) Tu. SkoLem, Some remarks on recursive arithmetic, Norske Vid. Selsk. Forhand-
linger, 17 (1944), 103—106.
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besitzt: sie nimmt ja keinen groBeren Wert als 1 an (und bereits die pri-
mitiv-rekursive Grundfunktion n+ 1 wichst iiber alle Grenzen).

Das ist aber kein Beweis dafiir, daf im Aufbau eines solchen Beispiels
eine Funktion mit Majoranteneigenschaft entbdhrt werden kdnnte. Auch hier
mubte zur Definition der beschrankten Funktion sg (¢@.(n)) erst ¢.(n) defi-
niert werden, und diese Funktion wird bei geeignetem m grtBer als eine
beliebige einstellige primitiv-rekursive Funktion «(n) (denn samt «(n) ist
auch e(n)+ 1 primitiv-rekursiv, also fiir ein geeignetes m mit ¢.(n) iden-
tisch; woraus ¢.(n) > a(n) folgt). Die Untersuchung der von GRZEGORCZYK"')
eingefiithrten ,beschrdnkt-rekursiven Funktionen“ zeigt, daB eine solche Majo-
ranteneigenschaft in der Konstruktion einer nicht primitiv-rekursiven Funktion
tatsachlich entscheidend ist.

2. In der Begriffsbildung von GRZEGORCZYK wird unter einer beschrink-
ten Rekursion allgemein die rekursive Definition einer Funktion ¢(n,, ..., n,)
verstanden, worin zu den iiblichen Definitionsgleichungen eine Ungleichung

@(ﬂl, ssay nr) = f/(ﬂ;, sesy nr)

mit bereits zugelassenem y(n,, ..., n,) hinzutritt. Es erhebt sich die Frage,
ob auch die beschrinkte mehrfache Rekursion von der Klasse der primitiv-
rekursiven Funktionen hinausfiihrt.

Es ist mir gelungen zu entscheiden: sie filhrt von hier nicht hinaus.
Will man also ein Beispiel fiir eine nicht-primitiv-rekursive Funktion erhal-
ten, so darf man die mit mehrfachen Rekursionen definierten Funktionen
durch keine friither definierte Funktion beschrinken. Es ist wesentlich, daf
im Aufbau des Beispiels auch eine solche mehrfach-rekursive Funktion auf-
tritt, die sdmtliche friiher definierten Funktionen majorisiert.

Den Gedankengang des Beweises zeige ich erst an einem einfachen
Beispiel.
Es soll folgende beschrinkte zweifache Rekursion betrachtet werden:
g(m, n)=0, falls m-n=20
@(m+1,n+1)=a(m, n, p(m, B(m, n, p(m+1, n))))
¢(m, n) = y(m, n),
wo «, 8 und y bereits primitiv-rekursiv sind. Ich zeige, daf dann wegen der
beschriankenden Definitionsungleichung auch ¢(m, n) primitiv-rekursiv ist.

1) A. Grzecorczyk, Some classes of recursive functions, Inst. Mat. Polskiej Akademii
Nauk, Warszawa 1953.
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Zu diesem Zweck fiihre ich die , Wertverlaufsfunktion*
w(m, n)= [ pr™"

ein. Man sieht, daB bei jedem u=n
@(m, n) = exp.(y(m, u)) _
gilt. So ist der in der zweiten Definitionsgleichung vorkommende Ausdruck
¢(m, B(m, n, p(m+1, n))) mit
exp {9, )

m, i, @ (n+1, 1))
identisch, falls
u=pg(m,n, p(m+1, n))
besteht. Mit Benutzung der beschrankenden Definitionsungleichung von ¢ kann
hier u# von ¢ unabhdngig gewahlt werden: da
g(m+1,n) = y(m+1, n)

ist, muB #(m, n, ¢(m—1, n)) unter den Werten g(m, n,{) vorkommen, wenn
[ die Zahlen von 0 bis y(m -1, n) durchlduft. Wird also

y(m+l, n)

d(m, n) = 26‘ A(m, n, i)

gesetzt, so ist d(m, n) primitiv-rekursiv und
g(m, n, ¢(m+1, n)) = d(m, n).
Daher gilt
¢(m, 8(m, n, p(m+1, n))) = exp (;b (m, d(m, n))).
B (m,n, @(m+l, n))
Ferner ist hier

g(m+1, n) =exp.(y(m+ 1, n)),

@(m, n, a, b) = a(m, n, exp (a)
ﬂ(”‘v n, EXp,, (&)

also, wenn

gesetzt wird, so ergibt sich aus der zweiten Definitionsgleichung von ¢ :
¢(m+1, n+1)=a(m, n, y(m, d(m, n)), Yy(m+1, n)).
Nach der Definition des Produktes ist
w(im+1,n41)=y(m+1, n)-p 25",
demnach ist, wenn noch

«*(m, n, @, b)=b-pasy™ "
gesetzt wird,

Y(m+1,n+1)=a*(m, n, w(m, d(m, n)), y(m+1, n)).
Dies ergibt aber, wenn noch fiir m-n=0

w(m, n)zﬁ PV I”Ip?= 1
i=0 =0
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hinzugenommen wird, eine uneingeschachtelte zweifache Rekursion fiir y(m, n);
diese fithrt aber — wie ich in der Einleitung erwdhnt habe — nicht von der
Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinaus. Da nun

¢(m, n) = expa(y(m, n))
ist, so ist samt y(m, n) auch ¢(m, n) primitiv-rekursiv.

IIL.

1. Die aligemeine beschrinkte mehrfache Rekursion besteht aus den
Definitionsgleichungen (siehe®)):

?(nl-{-l: a0y nl+ lr 0’ M2,y « o oy nk)=
- t?...:g_;(nlt cany iy Miygy oony M,y (P(ﬂl, Xijyrany xl’-l): ?(nl'i' l! ng, x, ---,Xk—g),.-.
6o q:(n;+l,..., ﬂ;_1+1. n, x,. ..,x;,_;))

fir [=0,1,2,...,k (fir /=0 ist die rechte Seite als FO(n,, ..., m) zu
lesen), samt der Definitionsungleichung :

e(ny,...m)=y(n,,...,n).

Dabei werden die ,Substitutionsterme“

F;(g?,,‘zl_l(ﬂx, wsvy iy Misly v vey ks El(xl, ...,Xg-l), En(xl, ...,xl;-g), Sy &(x;, Y xk-;))
aus my,..., M, Mg, ..., A, E1(X1, .. o, Xu-1), Ea(X1, .o o) Xag), <oy (X1, . .0y Xat)
und aus frither definierten Funktionen durch endlich viele Substitutionen auf-
gebaut; der Index x;...x.: weist darauf hin, da F® von den Funktionen
Eu(X1, .o on X)), S2(X1, oo oy Xk-8)y ooy Si(X1, ..., Xat) selbst und nicht von
X1, ..., Xk-1 abhdngt. (Dabei diirfen auch fiktive Variablen zugelassen werden ;
so kann z. B. auch vorkommen, daB die rechte Seite von ¢(n1+1,..., m+1)
nicht tatsdchlich von ¢@(m+1,..., m-1+ 1, n) abhdngt; dann spielt nx bloB
die Rolle eines Parameters. Man sieht leicht, daB bei Zulassung fiktiver
Variablen die Parameter immer auch als Rekursionsvariablen betrachtet wer-
den konnen.)

Nehmen wir an, daB die in der Rekursion verwendeten friiher definier-
ten Funktionen (auch y) bereits primitiv-rekursiv sind. Es ist zu beweisen,
daB dann auch ¢(m,, ..., ny) primitiv-rekursiv ist.

Der Beweis wird etwas einfacher, wenn man die Anfangswerte nor-
miert, wie das im § 1 der in FuBnote®) zitierten Arbeit geschehen ist. Dort
wurde gezeigt, daB

e(ny,...,m)=y(m+1,...,m+1)
ist, falls y(n,, ..., nx) durch
w(ny,...,m)=ea(n,..., o) falls n,-ny...n=0

1;]("1-'- l, vaey nk‘.l' I)ZG_II---:'&—I(”U oy Mk, w(nh Xy aaey xk-l)r
] 1Ib(nl'i_ l’ Ng, Xyy a0y xk—ﬁ): LR ] 1P(nl+ 1; weey nk—l+ lr nk))



Beschrinkt-rekursive Funktionen. 369

definiert wird, wobei «(n,, ..., m) beliebig gewidhlt werden kann, uaC
G::,....q._,(n“ O S U (T, A B ?-2(351, KPR ) (QOr &-1(11), &)=

k
== E{ sg (nl-ﬂg il ﬂ;)-(l —-'-!11+1)°Fg)___ ,H(m =1,...,m—=1, My, ..., N,
i=

a1, o X+ 1), 800+, Xt 1), L B0+ L, X4 1))
ist, und fiir ny-n,... m==0 ist
w(n,...,m)=¢(—=1,..., m—=1),
daher ist fiir alle Argumente
Yy, .o, ) =@y, ..., i)+ y(m—=1, ..., n—=1).
Es werden hier aufler a(n,,...,n) und auber den in der Definition von ¢
verwendeten frither definierten Funktionen die Funktionen n+-1, sg(n), m+n,

m-—n, m-n in Substitutionen verwendet; all diese sind primitiv-rekursiv.
Daher kann man sich auf Rekursionen der Form

o(n,,....,m)=c(n,..., n), falls ny-ny...nx=0

Pt coes it ) =Fp .on (M) cccs M P(M; Xy o005 X))
yoo(m+1, 0y, %, .00y Xkg), .., (4 1. ..., mey+ 1, ni))
oy, .c.om) Sy, ... M)

beschrinken, wobei «,y und die im Substitationsterm teilnehmenden Funk-
tionen 2 (die ich mit verschiedenen Indizes voneinander unterscheiden werde)
bereits primitiv-rekursiv sind. Ich werde nun beweisen, daf auch ¢ primitiv-
rekursiv ist.

Es wiirde natiirlich eine groBe technische Vereinfachung mit sich brin-
gen, wenn man auch diese Definition auf eine primitive Form zuriickfiihren
konnte, wie das bei der unbeschrinkten mehrfachen Rekursion im § 2 der
in FuBinote®) zitierten Arbeit geschehen ist. In dieser Zuriickfiihrung wird aber
auch eine unbeschrinkte mehrfache Rekursion verwendet.

2. Der Beweis ist darum nicht so einfach, wie im vorausgeschickten
Spezialfall, weil der Aufbau des Substitutionsterms sehr verwickelt sein kann.
Zur besseren Ubersicht fiihre ich folgende Bezeichnungen ein: Unter ,Term
O-ter Ordnung“ werde ich eine primitiv-rekursive Funktion von n,,..., n
verstehen; unter ,Term i+ l1-ter Ordnung“ eine primitiv-rekursive Funktion
von n, ..., n; und von endlich vielen Ausdriicken der Form ¢(n;, xi,..., X-1),
o(n+1,n2, %1, ..., Xk2),...,9(m~+1,...,m1+1, n) wobei fiir x;, ..., X
Terme von hochstens i-ter Ordnung eingesetzt sind, aber mindestens einer
von diesen genau von i-ter Ordnung ist. Die fiir xy, ..., xx.1 stehenden Terme
sind die ,unmittelbaren Bausteine“ des betrachteten Terms; ihre Bausteine
gelten auch als ,Bausteine“ des urspriinglichen Terms. Die in F ineinander-
geschachtelt auftretenden Ausdriicke sind also Terme irgendeiner Ordnung.

Nun sollen sdmtliche Bausteine der ,4uBersten Terme von der Form
(1, X1,y .00y Xeer), (41,79, X1, ..., Xi-g), ..., oder @(m+1,..., Aka+1,
» Mk-1, X1), also die Terme dieser Form, die ohne weiter eingeschachtelt zu

D 24



370 R. Péter

werden, in F auftreten, nach wachsender Ordnungszahl des sie unmittelbar
enthaltenden Termes der Form ¢(n1, X1,..., Xx-1), @(n+ 1, n2, X1, ...y Xk-2)y v
oder ¢(m+1,..., mes+ 1, iy, x1) aufgezahlt werden (diejenigen mit gleicher
Ordnungszahl dieses Termes beliebig). Ich werde fiir 0 = 1 mit
glo; 154, /]

denjenigen Term bezeichnen, der in dieser Folge an der Stelle von x; im
i-ten Term von der Form ¢(m+1,...,ma+1, m, X1, ..., Xx1) steht, wobei
der letztere Term von o-ter Ordnung ist. Die hochste vorkommende Ordnung
fiir ein bestimmtes / werde ich mit o, bezeichnen. Die Bausteine eines belie-
bigen g, darunter auch die unmittelbaren, stehen in unserer Folge vor g, und
zwar mit kleinerem Ordnungsindex. Daher kann jedes g[o;/;i,j] mit geeig-
netem primitiv-rekursivem g[o;/;i,j] in der Form

alo; 1; i, j1=8lo; 1;i,j] (ns, . . ., M,
o(m, glon; 1; i, 1]: eoes @lOns 15 iy, k—1]),...
oo @My, 80105 15 0, 1), - - ., 8[0163 15 Haey, k—1])5 .. .

— S S GRS EE e S SRS | S e e e s SIS SIS GES S

vy @(mt1, ..., Mo+ 1, nx-y, glOx-1,1; k—1; ix-1,1, l]), i
cor @41, . .0 Mgt 1, My, 9[01:-1, s K—13 la-t, 01> 1)),
’ 9>(n1+ 1, i m_l—{— 1, ﬂk)),
geschrieben werden, wobei
Outy ++ +y Ous, = Mo =min (0., 0—1)

ist; fiir o=1 hdngt # von keinem Ausdruck ¢(x,,...,x) ab, bloB von
ny,..., Nx.

Da @ auch als Funktion von beliebig vielen hinzugenommenen fiktiven
Variablen betrachtet werden kann, kénnen wir annehmen, daB hier als Ord-
nungsindizes sdmtliche Zahlen unter m,, vorkommen, und bei gegebenem
Ordnungsindex sdmtliche dazu gehorige Terme g. So ldft sich die Definition
von ¢ tolgendermafien aufschreiben :

@y, ..., m)=c(ny,..., M), falls ny-ny...n=0
e(m~+1,...,m+1)=801,....,0,@[1;1;1]),...,9[1; 1;ru); @[2; 1; 1], ...
(D) vossy @lEs Timlssooi IO V3 1L s o5 01085 Li Taialio s 5o 2535000

e[l k—151), ..., 0[1; k—1; ryaa]; @[2; k—15 1), ..., @[2; k—1; 3 x-1); . ...
vois @loa; k—151], ..., @low-1; k—1: 10,y x-1); @[1; K3 1]),
wobei fiir l=1,2,...,k; 0=1,2,...,0;; i=1,2,...,7Ta

olo; l; il=@(m+1, ..., ma+1, m, Blo; ;i, 1] (ny, ..., mx, @[1; 15 1), ..., @[1; 1; ru);
e @Mo,13 15 1) . cc, @IMa 3 15 P 15 oo 08 oees @15 k=13 1]; ..., @[1; k=1 1y, 5.4]; ...
vers QMo i-1;k—15 1), . .., @[Mo u-1; k—1; T, ,_y,4-1); @[1; K5 1)), . ..
s Blos ;L k=0 (Rrs coco ma, @[1; 15 1), .., @[1; 15 r1a); oo @M 15 1), .0
cres PIMer; 15 Tugt)y coej oo P15 6—131); oo, @[15 k—1; 11,21]; ...
vous @lMo x-1; k—1;1), ..., @lMo,u-1: k—1; T, ,_, ,x-1]; @13 k5 1]))
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und
o(ny, ..., nx) = y(ny, ..., 0.
(Der Einheitlichkeit halber kann in dieser Definition ¢[1; k; 1] auch als
eine Folge

oll; k1), ..., @[ k5 rul; ... @lons ks 1), . . ., @lon; k; Tora]
aufgefait werden, wobei oy =1 und ru=1 ist.)

Ich werde zeigen, daf die Funktion ¢(n,,...,n:) durch Substitutionen
aufgebaut werden kann aus primitiv-rekursiven Funktionen und aus einer
Funktion, welche dhnlich als ¢(n,, ..., nx) definiert wird, doch in ihrer Defi-
nition sind diejenigen hochsten Ordnungen o,,...,0:, die in der obigen
Definition grofer als 1 waren, um 1 kleiner als dort. Wird dasselbe Ver-
fahren auf diese neue Definition angewandt, dann auf die sich dabei erge-
bende neue Definition, usf., so gelangt man nach endlich vielen Schritten zu
einer Definition, worin 0, =0,=---=0,=1 ist; dann ist aber diese Defini-
tion eine uneingeschachtelte mehrfache Rekursion, und von einer solchen
habe ich bereits bewiesen,’) daf sie nicht von der Klasse der primitiv-rekur-
siven Funktionen hinausfiihrt.

3. Zu diesem Zweck soll ein beliebiger auftretender Term ¢[2; u; v] von
tatsdchlich 2-ter Ordnung”) herausgegriffen, und die dazu gehorige Wertver-
laufsfunktion

Nyt

-.]b(n“ ias nk) = hes l l l?(nnu.. Ny g=11 0 Mud i, .., m)
i=0

eingefiihrt werden, wobei ¢ einer der Werte 1,2, ..., k—u ist. Dann gilt fiir
jedes w = nuy
@y, ..., n)=exp (YR, ..., Must-1, W, Muttsty <« -y M) (k)

Myt

Man erhdlt aus der Definition von ¢(n,, ..., m) fir ¥(n,,..., nx) die Defini-
tionsbeziehungen :

Nu+t

) T
i=0
=a(n,...,n), falls n,-ny...m=0,
Pu+t g
(3) 'lp(nly et nk) é gp?{“ll--‘l Pyust=1r B Myt t+1r 00 "})z }_’(nly A nk))

wobei « und y primitiv-rekursiv sind, ferner aus der Definition des Pro-
duktes

(2%) y(im+1,...,m+1)=
— 1}'(“1 + 1; s+ vy Mutt-1 + l, Mysty Mysts1 + l: « ey N + 1)'Pr,,(::ﬂ' i "i+l)=
:ﬁ‘(nll‘+f, w(nl—i_ 1)00-: Ru+t-l+ ]; nu-i-h nu+l+l+ 1"--, nk+ 1); @(nl'{*]’ waay nk+ 1))!

12) Wegen der Zulassung von fiktiven Variablen kann nimlich ein Term der Form
@[2; u; v] auch von 1-ter Ordnung sein.
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wobei 8* primitiv-rekursiv ist. Daraus ergibt sich eine beschridnkte mehrfache
Rekursion fiir v (n,, ..., m), falls fiir ¢(n,+1,..., nx+1) die rechte Seite
der zweiten Definitionsgleichung von (D) geschrieben, und darin jeder ¢-Aus-
druck nach (#+) mit Hilfe von v ausgedriickt wird. Das geschieht sukzessiv

folgendermaBen: fiir [=1,2,...,k; i=1,2,...,ry ist
o[1;1; i]=éxp£?%ﬁ];+1,....n;-1,m, B L 1Ay se s M)ssss

v Bl LA k=1 (ny, .. ., 1K),

wobei
ne+1, falls I>u-t,
A1; 5 i]=§ Auw, falls l=u-t¢,
> gl i, u+t—=1(n,...,n), falls I<u-4t
ist.

Sei (um den spiteren Bezeichnungen anzupassen) fiir /=1,2,..., k;
= 1,2, vooy Pty j=1,2, ...,k—-—l

Bl 6,1, .o m)=B[1; 1, /] (m, ... ., i)
_ yILGi= b
=y(m+1,...,ma+1,m, B(1; ;i 1)(ny, ..., A), ..., B[1; L; i, k—1](ny, ..., M));
so ist mit primitiv-rekursivem d[1;/; ]
o[l; 5 i]l=9d[1;i](ny, ..., m, ¥[1;; i]).
Da sich nun aus (##) fiir einen beliebigen auftretenden Term ¢[2; ;] 2-ter
Ordnung

@[2;1;i] = exp Sf'(nll-l- Lo h 8, PIEs L . 1) Uy o s s R 15 1),
cen @[3 k1)), .., B[2; L 1, k—1) (ny, . .., e, @15 15 1), ..., @[15 k5 7))
ergibt, wobei

und

nue+1, falls [>u+t,
A2; L;i]={ Rusn, falls |=u+t,
18[2; [; i: u+t_[l(nu vony M, ?[l; 1; ]]! Gl ?[1 ) k;rlk])s
falls I<u-t
ist, so erhdlt man aus den vorhin gewonnenen Ausdriicken fiir ¢[1; /; ], wenn
fir j=1,2,..., k—I
BI2; 00, 71000 v o5 Rui Bty o ooy iy ong) ==
=812;1;i, j1(ny, ..., ik, O[15 15 1)(y, ..o, By b)), ooy O[15 K5 i) (s <o oy Pk, Bic 1))
und
Y2 Gil=yp(m+1, ..., ma+ 1, m, B12; 10 1) (ny, . ., i, w15 151,
e Wl ks rud), o0, 825 40 k—1)(ny, .., ik, 2015 15 1), ., @[ k5 1))
gesetzt wird, mit primitiv-rekursivem d[2; [, i]
o[2; il=0[2; L iJ(ny, ..., mx, @[15 15 1], ..., @[1; ks rul, w[2; 1 0]).
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4. Das soll fiir alle Terme ¢[2;/;i] 2-ter Ordnung eingesetzt werden,
auBer dem herausgegriffenen Fall /= u, i =wv. In diesem Fall werde ich benut-
zen, daB in (%) nicht nur w=n.., sondern ein beliebiges w = n.. gewahit
werden kann. Da nach der Definitionsungleichung von (D) fiir /=1, 2,...,k;
- P R

o[l il=y(m+1,...,ma+ 1, m, B[1; 50, 1) (0, o o0y AR), e sy
BILG G i k—1)(nyy .oy m)) =7yl i](ny, ..., Mi)
mit primitiv-rekursivem y[/; ] ist, so ist
B[2; u;v,t)(ny, ..., m, @[1;151),...,0[1; k;ra]) =
p{LERY [CTPRRE P B L% (TP

= D v 2 B2ut;0,t)(My.es May oo b)) =di(ny, ..., M),
!'u-‘=0 'h'.=0

mit primitiv-rekursivem d,(n,, ..., m). Daher kann fiir ¥[2; u; v]
v[2; u; vl=(m+1, ..., Rua+1, A, B2; 450, 1)(As, oo, ey, (1515 1), oo, 15 K5 0]),

e ey ﬁ:[2; 00, f—l](nl, eosy iy '1”[1; l; l]r- LR '![-'[1;"; rlk]); dl(nls veny nk)r
) BI2; us v, 84 1](An, ooy e, 15 151) 0o [ K5 r]), e
eeny B[2; u; v, k—u)(ny, ..., e, @15 15 1), ..., @[1; k; ru]))

gesetzt werden, und damit gilt auch
@[2; u; v)=0[2; u, v](n1, ..., m, @[1; 1; 1), ..., @[1; k; ru], ¥[2; u; v])
mit primitiv-rekursivem d[2; u; v].

5. Werden nun die so erhaltenen Ausdriicke ¢[1;/;/] und ¢[2;/:i] in
den nach (%*) erhaltenen Ausdruck

¢[3;1;i]= exp Skbl(r%l+ L...ma+1,m,B8[3;0i,1)(n, ..., e, @[1; 151],...
e @25 k5r0)), .., B[3; i k—1](ny, ..., e, @[15 15 1), ..., @[2; k; raa])))
eingesetzt, wobei

nae+1, falls 1> u+{,
‘-[3; I; i] = Myst, falls = u-i-l‘,
BI3; L i, utt—10(ny, ..., m, @[1;151), ..., @[2; k; ra]),
falls I<u+t
ist, so erhdlt man ganz dhnlich fir [=1,2,...,k; i=1,2,...,ry mit pri-
mitiv-rekursivem d[3; /; i]
(p[3;l; i|=0[3; ;i) (n, ..., m, ¥[1;1;1),...,9¥[2; k; ra}, ¥[3; I; i]),
wobei
Y3 Lil=y(m+1, .. a1, B35 G 1),y e, w15 150
s W[2; k5 r)), 0, B3 G i k—1](my, .oy e, w15 151,00, w25 k5 1))

ist, mit primitiv-rekursiven §[3;;4,/] fur j=1,2,..., k—I.
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6. Ganz &dhnlich geht man schrittweise weiter bis zu den Ausdriicken
@[oi; 1; i], und wenn man die so gewonnenen Ausdriicke in die rechte Seite
der zweiten Definitionsgleichung von (D) einsetzt, und den so gewonnenen
Ausdruck fiir @(n,+1,...,n.+1) in (2*) setzt, so erhdlt man mit primitiv-
rekursivem g

@) (A1, ey A1) = B(0, oy ey W[15 u ], (15 15 1), oo, @[0ns K3 o))y
wobei
'!P[l;u'i_t]:w(nl"' 13 ooy Rust-1+ 1, Rusty Myt + 1: $ae) nk"' 1)

von erster Ordnung ist, ferner fir [=1,2,...,k; 0=1,2,...,01; i=1,2,...,Ta
ausgenommen den Fall 0 =2, | =u, i=v,

wlo; il =vw(m+1, ..., ma+1, m, Blo; 1;i, 1](As, ...y i, 15 151], ...,
’ #J[O—I;k, ro—l,k]),...
sy E[O;’; i’ k‘_l](nh as ey nk,'l’b[l; 1; ]],‘_ i -‘p[o__i;k; ro-l,k]))

ist, und

Y[2; u;v)=w(n+1,..., a1, n, B[2; u; v, 1)(Asy . ., Ak, W[15 15 1), ...
vsiy WL K T0l), oo s
...,ﬁj[Z; uyv, t—1)(ay, ..., me, @[1; 15 1), ..., @[1; k5 ra)), Oe(ny,s . . ., M),
B2, us v, t 1] (0, oy e, @[15 15 1), @[5 k5 11]), -
vons Bl2; uy v, k—ul(ny, ..., i, P[5 15 1), 000, @[ k5 1))

(1), (2) und (3) ergeben eine beschriankte mehrfache Rekursion fiir v (n,, ..., ),
mit dem unwesentlichen Unterschied zu (D), daB darin uneingeschachtelt ein
neuer Term 1-ter Ordnung [1;u+¢] auftritt, und mit dem wesentlichen
Unterschied, daB in vy[2;u;v] an der f—u-ten Stelle ein Term O-ter Ord-
nung steht, obwohl an der #—u-ten Stelle von ¢[2;u;v] ein Term I1-ter
Ordnung gestanden ist. Und man gewinnt ¢(n,, ..., m) aus y(n,..., i)
nach (*%) durch die Substitution :
o(ny, ..., m)=-exp (y¥(n,..., mn)).

Nyst

7. Wird dasselbe Verfahren auf die Definition von v angewandt, mit
einem aus der Folge 1, 2,..., k—u gewdhlten anderen ¢ als hier, so erhilt
man eine &dhnliche Definition einer Funktion &(n,,..., ny), worin noch ein
uneingeschachtelter Term 1-ter Ordnung auftritt, und worin in einem Term
2-ter Ordnung &[2; u; v] bereits fiir zwei solche Argumente ein Term O-ter
Ordnung steht, fiir welche in @[2; u; v] Terme 1-ter Ordnung gestanden sind;
und y(ny,..., nx) ergibt sich aus &(ny,...,m) und aus exp.(a) durch eine
Substitution. So gelangt man nach endlich vielen Schritten zu einer dhnlichen
Definition einer Funktion {(a,,..., nx), in welcher noch weitere uneingeschach-
telte Terme 1-ter Ordnung auftreten, und worin in einem Term [2; u;v]=
=L(m+1,...,0.4+1,0,%,...,X%.,) bereits fiir simtliche Argumente
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Xy, ..., Xk-u T€'me O-ter Ordnung stehen; so ist dieser Term bereits nicht
mehr von 2-ter, sondern von 1-ter Ordnung geworden; und ¢(n,..., M)
ergibt sich durch Substitution aus £(n,,..., m) und aus primitiv-rekursiven
Funktionen.

Nun so!l wieder aus der Definition von &(n,, ..., m) ein Term heraus-
gegriffen werden, der tatsichlich von 2-ter Ordnung ist, und das ganze Ver-
fahren damit wiederholt werden. Wenn man so weiterfihrt, so erhilt man
nach endlich vielen Schritten eine zu (D) dhnliche Definition einer Funktion
¢(ny, ..., ne) (mit dem unwesentlichen Unterschied, daf darin noch gewisse
weitere uneingeschachtelte Terme 1-ter Ordnung von endlicher Anzahl auf-
treten), in welcher aber samtliche Terme ¢[2;/;i] nur noch in der Bezeich-
nung von 2-ter, tatsdchlich von 1-ter Ordnung sind. Dann sind aber die von
den Termen ¢[1;/;i] und @[2;/;i] abhidngigen Terme @[3;/; ] nicht von
3-ter, sondern nur von 2-ter Ordnung, usw.; so werden auch diejenigen vor-
kommenden hochsten Ordnungen o,, ..., 0, welche grosser als 1 waren, um
1 kleiner. Unsere Funktion ¢(n,, ..., n) ergibt sich aus primitiv-rekursiven
Funktionen und aus @(n,, ..., n) durch Substitution.

Daraus folgt aber nach dem vorausgeschickten Gedankengang, daB
@(ny, ..., nx) primitiv-rekursiv ist.

Die beschrankte mehrfache Rekursion fiihrt also tatsdchlich nicht hinaus
von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen.

IV.

Wie in der Einleitung erwdhnt wurde, wenn statt mehrfachen Rekursio-
nen w-Operationen zugelassen werden, so erhdlt man von einigen einfachen
Grundfunktionen ausgehend samtliche allgemein-rekursive Funktionen. Hier
ist es ftrivial, daB man nebst Beschriankung nicht von der Klasse der primitiv-
rekursiven Funktionen hinauskommt; eine w-Funktion, welche durch eine
primitiv-rekursive Funktion beschrdnkt wird, entsteht ja nach Definition 6.
von Nr. 2 der Einleitung aus einer primitiv-rekursiven Funktion durch Ein-
sctzen der primitiv-rekursiven Schranke fiir die Variable n.

(Eingegangen am 13. Oktober, 1955.)



