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Eine Charakterisierung der Kawaguchischen Riume
metrischer Klasse mittels eines Satzes iiber derivierte
Matrizen.

Dem Andenken meines Freundes und Kollegen T. Szele.

Von Q. VARGA in Debrecen.

Im euklidischen und etwas allgemeiner im Riemannschen Raum bestimmt
die Langenmessung die Flichenmessung eindeutig und umgekehrt. Ist ndmlich
G die aus den Tensorkomponenten der Lingenmessung gebildete Matrix,
dann bestimmt ihre p-te Derivierte G'” die Messung von p-dimensionalen
Inhalten. Die Elemente von G sind namlich, wie wohlbekannt, die Kom-
ponenten des MabBtensors 2p-ter Stufe fiir einfache p-Vektoren.

A. KawagucH! hat nun die Theorie derjenigen Rdume begriindet, in
denen als metrischer Fundamentalbegriff das Oberfldchenelement einer p-dimen-
sionalen Fliche in gewissem Grade willkiirlich vorgegeben wird.

Nachdem schon A. KAWAGUCHI, HOKARI,') sowie E. T. Davies?) Spezial-
fille untersuchten, in denen es zur Inhaltsmetrik eine Langenmetrik gibt, die
sich zu einander so verhalten, wie es fiir den Riemannschen Raum ausein-
andergesetzt wurde, hat R. DEBEVER®) eine Definition gegeben, die genau
den oben beschriebenen Zusammenhang zwischen G und G'” ausdriickt und
diese Raume als solche von metrischer Klasse bezeichnet. Da nun das
Flichenelement durch Angabe einer Grundfunktion L (siehe § 1. (1, 2))
bestimmt ist, kommt eine rein analytische Definition auf die Angabe von
Bedingungen fiir die Funktion L heraus, durch die entschieden werden kann
ob es zu der durch L bestimmten Matrix G (siehe § 1. (1,4) und (m)) eine
Matrix G von der Art gibt, daB G ihre p-te Derivierte ist. R. DEBEVER hat
solche Bedingungen fiir den Fall n =4, p—2 angegeben. F. BRICKELL*) hat
die Frage bei beliebigem n fiir p=2 gelost. In der vorliegenden Arbeit

1) Siehe im Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit A. Kawacucsi [1], [2] und
gemeinsam S. Hoxart [3], [4].

2) Siehe E. T. Davies [1].

%) Siehe R. Desever [1]

4) Siehe F. Brickerr [1], insbes. S. 280—201.
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losen wir das Problem in seiner vollen Allgemeinheit fiir beliebiges n und p.
Die Frage ist rein algebraischer Natur und kommt auf die Angabe von
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir hinaus, daf eine quadra-

tische reguldre Matrix(:]-ter Ordnung die p-te Derivierte einer gegebenen

Matrix ist. D. E. RUTHERFORD®) hat in einer Arbeit gerade dieses Problem
behandelt und zwar allgemeiner auch fiir nicht reguldre Matrizen. Leider ist
es aber dem Verfasser nicht gelungen die Relationen, die die Elemente von
G befriedigen miissen, damit das Problem eine Losung hat, tatsdchlich
anzugeben. Ob die diesbeziiglichen gemachten Bemerkungen zum Ziel fiihren,
steht nicht fest. Wir haben deswegen die Frage in dem hier vorliegenden
Spezialfall von reguliren Matrizen auf eine ganz andere Weise gelost. Es
ergaben sich so in § 2. vier Gruppen von Relationen (B,)—(B,) als notwen-
dige und hinreichende Bedingungen. Der leichteren Lesbarkeit wegen haben
wir in § 1. das Wichtigste iiber Kawaguchische Rdume metrischer Klasse
zusammengestellt und dabei die DeEBEVERsche Definition etwas modifiziert.

Vielleicht schlieft sich diese Definition etwas enger an Gedankenginge der
euklidischen Geometrie an.

§ 1. Definition der Kawaguchischen Riume
metrischer Klasse.

Wir betrachten einen Kawaguchischen Raum, der dadurch festgelegt
ist, daf das Oberflichenelement einer p-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit
der Parameterdarstellung

(1,1) X=x (..., uP) (i=12...,0)
durch
(1,2) do=L(x,..., x";[dx" ...dx"7))

bestimmt ist. Auf der rechten Seite von (1,2) stehen nach dem Semikolon

die (;] Komponenten des einfachen p-Vektors, den man durch alternierende

Multiplikation der p infinitesimalen Vektoren

du X' du', guxidi?, ..., 3, x dur
erhdlt. Wir haben also in (1,2) die abkiirzende Bezeichnung
(1, 3) [dxi: - .- dxip] = Guaxls dupxisldu’ - -+ duP

5) Siehe D. E. Rutnerrorp [1].
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verwendet.”) Von der Funktion L die fiir alle reellen Zahlen n-tupel x' und

fiir nicht samtlich verschwindende (;) reelle Zahlen — an Stelle der p-Vektor

Komponenten — definiert sei, werde vorausgesetzt, 1. daf die. Ableitungen
soweit sie im Folgenden auftreten, existieren und stetig sind;’) 2. sie durch-
weg positive Werte annimt; 3. in den nach dem Semikolon stehenden Argu-
menten positiv homogen von erster Dimension ist. Zu der einschneidensten
vierten Voraussetzungen kommen wir folgendermafen. Falls wir fiir die

N=(;) Kombinationen der Zahlen von 1 bis n eine feste Reihenfolge

festlegen und i, ..., i, der Reihe nach Wertesysteme dieser Kombinationen
sind, wobei i <i;<---<ip, dann soll die quadratische Form in den N
Hilfsverdnderlichen x'+- %

1 Eo bt e A A
(_2 ) 7 aq,-, epa,,-, w Ip L*(x; @ ) X Tp X1 Ip
iy i

(1,4) (r v dp)

"Te_‘ Z} & tpi ity Xhotp xho-Jp

[.;1‘.?:)
(Summation iiber alle Kombinationen der Zahlen von 1 bis n) positiv definit
sein. In L(x; g%~ ») bedeuten die N Veridnderlichen ¢ nich unbedingt
die Komponenten eines einfachen p-Vektors, hingegen stets die Komponenten
eines p-Vektors. Es gilt daher

(1 y 5) q-.; e l’ — ._l_ ql'l et I'P
und folglich ist
(I: 6) 6.;*1 *p L = i aq‘-l 'tP L.

Je nachdem ob die aus den gleichen Zahlen bestehenden Folgen k,,..., &,
und i, ..., i, Permutationen derselben oder verschiedener Klassen sind, soll
das positive bezw. negative Vorzeichen stehen.

Wir wollen nun festsetzen, daB nicht nur die infinitesimalen p-Vektoren
(1, 3) einen durch (1,2) bestimmten Inhalt besitzen, sondern, daB jeder ein-

6) [dx"---dx'r] ist also nicht das alternierende Differential entsprechend der Cartan-
schen Symbolik, da sonst schon der Fall der euklidischen Geometrie fiir die ja, bei Ver-
wendung von rechtwinckeligen cartesischen Koordinaten

dod= D [dx" ... dx'7][dx" ...dx")],
610 w0 G
(Summation iiber alle Kombinationen p-ter Klasse der Zahlen 1 bis n) ausgeschlossen wiirde.

7) In unserem Betrachtungen sind dies bloB die zweiten Ableitungen nach den
p-Vektor Komponenten. In der Kriimmungstheorie treten aber auch noch weitere Ableitun-
gen auf.
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fache p-Vektor g eines Punktes einen durch
(0,7 Ie=L(x':-X*; g D)
bestimmten Inhalt besitze.

R. DEBEVER®) hat eine besondere Klasse dieser Raume, die sogenannten
mefrischen definiert. Wir geben hier eine Definition dieser Raume, die im
Vergleich zur DEBEVERschen etwas modifiziert ist, sich aber im Wesentlichen
gleichfalls auf die schon bei ihm zu findende Einfiihrung zweier Indikatrizen ®)
stiitzt. Um uns leichter ausdriicken zu konnen, fithren wir noch folgende
Definitionen ein.

Definition 1. Eine p-Stellung heifie euklidisch eingespannt, falls man
ihr einen n-dimensionalen euklideschen Vektorraum zuordnet.
Die g%~ seien N Verdnderliche wie sie in (1,4) vorkommen.

Definition 2. Die Gleichung
(1.8) L(x; gs-%)=1

definiere bei festem x', die zu diesem Punkte gehirige Indikatrix der Inhalts-
mapbestimmung des Kawaguchischen Raumes.

In einem affinen Raum Ey ist die Indikatrix wegen (1,5) eine konvexe
Fliche. Im Ey soll jeder (1,8) geniigende Vektor ein Einheitsvektor sein.
Unter ihnen befinden sich dann auch die zum Punkte x* gehorenden ein-
fachen p-Vektoren des Kawaguchischen Raumes von Einheitsinhalt.

Ist g"- ‘p irgend ein Vektor des Ey, dann heisse die Fliche zweiter

Ordnung, die den Ursprung des Koordinatensystems zum Mittelpunkt hat,

und die Indikatrix im Endpunkt des Einheitsvektors
xq...ip
R A M oo
(]19) E" r L(X,X'“P)
0

oskuliert, die zur Richtung x%-% gehorige oskulierende Indikatrix. Ihre
0

Gleichung ist in den laufenden Koordinaten x“-% wegen der Abkiirzung
in (1,4),

], 10: S x;x‘,i xt;lrx.hj _21.

( ) gl 'pi J1--Jp ( o P) 4

Wegen der Homogenititsvoraussetzung 3., hdngt die Indikatrix nur von der
Richtung des Vektors x'+-~% ab. Da fiir irgend eine p-Stellung des Kawaguchi-
0

schen Raumes zwei beliebige einfache p-Vektoren (deren Orientierung natiir-
lich mit der der p-Stellung iibereinstimmt) sicht nur um einen positiven
konstanten Faktor unterscheiden, ist folgende Definition sinnvoll

%) Siehe R. Desever [1] S. 30—31. und S. 70—81.
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Definition 3. Ist ¢*'» irgendein einfacher p-Vektor einer p-Stellung,
dann soll
(1,10) Giroigs gy (X3 1 19) Xt tp X odp =1
die zu dieser p-Stellung gehdrige oskulierende Inhaltsindikatrix heifen. Der
Tensor 2p-ter Stufe gi,..i,; ;,..5, ist der Maptensor der Inhaltsbestimmung.
Ist somit #:--% ein belibieger einfacher p-Vektor des Punktes x?, so ist
sein quadrierter Inhalt beztiglich der oskulierenden MaBbestimmung durch
(1,11) I =gi...ip3 iy (X5 Qi) B ip ey
gegeben.
Wir kommen nun zur Definition der Kawaguchischen Riume metrischer
Klasse.

Definition. Ein Kawaguchischer Raum heift metrisch, falls sich jede,
zu einem beliebigen Punkte gehorige p-Stellung derartig euklidisch einspannen
lipt, dap die Inhaltsmessung der diesem euklidischen Vektorraum angehdrigen
einfachen p-Vektoren gleich der zur p-Stellung gehdrigen oskulierenden Inhalts-
messung ist.

Sind e;(x;¢% %) die Basisvektoren der euklidischen Einspannung die
zu der durch g% bestimmten p-Stellung gehdren und gilt fiir dieselben
(1,12) eier = Za(Xx; g+ 'p)

dann ist die Inhaltsmessung fiir einfache p-Vektoren bekanntlich durch den
Tensor 2p-ter Stufe

P! 8417, & &ip)i p]
bestimmt. Hieraus und aus unsrer Definition folgt somit, daf ein Kawaguchi-
scher Raum dann und nur dann von metrischer Klasse ist, falls

(1, 13) &iy..igigionip = P! Glislis Girin-.. &ipl ip)
gilt.

Wir konnen aus den Tensorkomponenten g;,.. dadurch eine

+ip i Ju-eedp
Matrix N =(;]—ter Ordnung bilden, daB wir als Element der i-ten Zeile
und j-ten Spalte dasjenige wihlen, ftir welches i, ..., und j,...j, gerade
die i-te bezw. j-te Kombination in der schon frither festgelegten Reihenfolge
ist. Aus (1, 13) folgt dann der Satz von R. DEBEVER.')

Ein Kawaguchischer Raum ist dann und nur dann von metrischer
Klasse, falls die Matrix
(m) | &y tps i I
eine p-te Derivierte ist.

9) Siehe R. Desever [1] Formel [17, 11) auf S. 81.
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§ 2. Notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir,
daB ein Kawaguchischer Raum von metrischer Klasse ist.

Die Aufstellung der im Titel dieses Paragraphen angefiihrten Bedin-
gungen ist auf Grund der ErgebniBe des § 1. identisch mit der Angabe von
notwendigen und hinreichenden Kriterien dafiir, daB eine symmetrische und
reguldre Matrix, deren zugehorige quadratische Form positiv definit ist, die
p-te Derivierte einer gegebenen Matrix ist. Die Bedingungen, die wir auf-
stellen werden, 16sen, wie am Ende der Arbeit ndher ausgefithrt, auch die
Frage fiir Matrizen bei denen nur Regularitit vorausgesetzt ist.

Der einfacheren Schreibweise wegen setzen wir

1) @ P kit -
Wegen (2, 1), (1,4) und (1, 6) gilt jetzt

ky-kp __ i d
22) i

und diese GrBen sind sowohl in den unteren und oberen Indizes alternierend.
Die Matrix N-ter Ordnung

(p) __ l..p n-ptl, ... m
(2’ 3) G i “ aJl'--Jpv wy aJl! v dp II
konnen wir dann als eine solche auffassen, deren Spalten von den p-Vektoren
| e n=-ptl, ...y N
(p) ajl ---jpr . a J -..J'p

gebildet wird. Die oberen Indizes dienen jetzt nur zur Unterscheidung der
p-Vektoren. Wegen der Voraussetzung (1, 4) ist

2 4) |G®|==0.

Wir setzen zunichst voraus, daB G'” die p-te Derivierte einer Matrix G sei.
Diese Matrix G muBf dann nach bekannten Sitzen ilber derivierte Matrizen
reguldr und symmetrisch sein. AuBerdem muB eine zu G gehorige quadratische
Form positiv definit sein. Dies erkennt man, wenn man G mit Hilfe einer
reguldren Matrix auf die Diagonalform bringt. Aus unsrer Voraussetzung
ergibt sich, daB die N p-Vektoren der Reihe (p) lauter einfache p-Vektoren
sind. Es gelten somit die Relationen™

(B) ai ' alt ' =0,

[Jl.?p 'l]---'_p
(In (B,) ist nach den gleichen oberen Indizes nicht zu summieren).
Es sei
P+2=n

und k,...k,, s,...5, seien zwei Serien von Indizes die in p—2 Zahlen
10) Siehe J. A. Scuouten [1] S. 22—23,, in diesem Buche finden sich auch simtliche,

im Text {iber p-Vektoren verwendete Tatsachen, sowie die von uns verwendete Symbolik
der Alternation.
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tibereinstimmen, wahrend je zwei Zahlenpaare von einander verschieden sind.
Nehmen wir an, daf diese Paare k;, k; bezw. s;, s; sind. Vertauschen wir nun
einen von den Indizes k;, k; mit einem der Indizes s;, s dann sollen die so
aus k... k. und s,...s, enstandenen Indexserien mit k{... &k, und si...s;
bezeichnet werden. Als weitere notwendige Bedingung folgt dann fiir

n=p+2

Ky .o k s ’
(B-;) [‘I. y GJAJ‘] p e S a]u Ll as .lp
it iy ip  didalendp’

und der aus den beiden einfachen p-Vektoren, durch die in (B.) angegebene
Multiplikation, entstandene Tensor ist bei Festhaltung der Indizes j;...j; ein
einfacher (p - 2)-Vektor, bei Festhaltung der Indizes i, ...,/ /. ein einfacher
(p—2)-Vektor.

Bedingung (B,). Wir wahlen M der einfachen p-Vektoren aus der Reihe
(p) und bilden nach folgender Vorschrift ihr alternierendes Produkt. Treten
bei einem p-Vektor etwa h obere Indizes auf, die in der angeschriebenen
Reihenfolge der p-Vektoren als obere Indizes schon vorkamen, dann sollen
bei diesem p-Vektor & der unteren Indizes bei der Bildung der Alternation
ausgeschlossen werden. (Dies soll in der Schreibweise durch Anbringung von
Absolutzeichen an entsprechenden Stellen angedeutet werden.) Dieses Ver-
fahren wird bei jedem weiteren p-Vektor wiederholt. Sind unter den oberen
Indizes der M p-Vektoren gerade m = n verschiedene Indizes vorhanden,
dann stellt das alternierende Produkt bei Festhaltung der ausgeschlossenen
Indizes einen einfachen m-Vektor dar. Bildet man auf dieselbe Art aus einer
anderen Reihe von einfachen p-Vektoren (p) das alternierende Produkt, wobei
jetzt auch die Anzahl der p-Vektoren nicht mit derjenigen der friiheren iberein-
stimmen mufl, hingegen ebenfalls genau m verschiedene obere Indizes vor-
handen sind, dann stimmen die beiden einfachen m-Vektoren bis auf einen
Faktor iiberein, falls die beiden Reihen von m verschiedenen Indizes, in
beiden Produkten, abgesehen von einer Permutation, identisch sind. Die
Bedingungen (B,) und (B;) folgen auf Grund der Definition der Alternation
mit Hilfe des LApLACEschen Entwicklungssatzes. Ist

Y 1 2 n
(2, 5) G=|aa,...,al
so ist der in (B;) vorkommende einfache m-Vektor, falis die verschiedenen
oberen Indizes k,, k., ..., k, sind, bis auf einen Faktor durch
ky
A agpt - - - aim
bestimmt. e~
Wir illustrieren Bedingung (B;) an folgendern Beispiel
128.. +1 1 2 8
aij,... ak.ik, i | Qoo P; i
18 2 1)'! 1 ..34 1 285..p+l p+2 pi8
(2. 6) e ‘.-]_,,f)__,lf*- akl“‘; ;;*l as, |m,. p;:l; ds)i,... P+ p+2 p+

Die indizes k... k., 8:...8,Mz...mp, L ... 1, sind fest zu haiten.
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Bedingung (B,). Bilden wir nach Bedingung (B,) dadurch n verschiedene
einfache (n—1)-Vektoren, daf in der Reihe der verschiedenen oberen Indizes
samtliche der Zahlen von 1 bis n, mit Ausnahme von stets je einer, vor-
kommen, dann ist die aus diesen (n—1)-Vektoren als Spalten oder Zeilen
gebildete Matrix regular.

Die betrachtete Matrix ist wegen (B;) bis auf einen Faktor die (n—1)-te
Derivierte der reguldren Matrix G.

Wir weisen nun nach, daf die Bedingungen (B,)—(B,) auch hin-
reichend sind.

Zunéchst ergibt sich aus der in (B,) vorausgesetzten Einfachheit der
p-Vektoren (p), daf die in Bedingung (B,) auftretenden m-Vektoren und
daher auch die in (B,) auftretenden (n-—1)-Vektoren einfach sind.

Wir bilden nun aus den in Bedingung B, auftretenden, mit A %!
bezeichneten einfachen (n—1)-Vektoren n, aus je n—1 homogenen Gleichungen
bestehende Gleichungssysteme. Das i-te Gleichungssystem
(2’ 7) Al‘;... ki qikipy o ky_q x‘_“] - 0

|G

sei dadurch festgelegt, daB die Zahl i als oberer Index in samtlichen n—1
Gleichungen auftritt, wahrend k... ki1 kis1 ... ka-1 aus den (n—1) Kombina-
tionen der Zahlen 1,2...i—1,i41...n besteht. Die n Gleichungssysteme
sind somit:

1k;... k,
A ige _n~l X, L 0
[ in-1"inl

Ry 2 Kook g £
(2, 8) Ag X, =0
hk“"kn—ﬂnx -=0.

| LREE . in)

Aus der Bedingung (B,) folgt, daB der Rang jedes einzelnen Gleichungs-
systems n—1 ist, und daB keines der Gleichungssysteme eine Folge der

1 2 n

anderen ist. Die Losungsvektoren x;, x;, ..., sind somit bis auf konstante
Faktoren eindeutig bestimmt und voneinander linear unabhingig. Ist n—=p+1
dann ist bekanntlich jeder p-Vektor einfach, die Bedingung (B,) ist also von
selbst erfiillt, Bedingung (B.) fillt hier weg und die Bedingung (B,) ist mit
der Voraussetzung (2,4) identisch. Das Gleichungssystem (2,8) wird in
diesem Falle mit den gegebenen p-Vektoren gebildet, und man kommt so zu
p+1 linear unabhdngigen Vektoren ohne sich auf irgendwelche Voraussetzun-
gen zu stiitzen.

8 8

Betrachten wir nun die p Lésungsvektoren x;, ..., Jé:. In den p Gleichungs-
systemen von (2, 8) fiir die diese Vektoren der Reihe nach Losungen sind,
gibt es nun, wie man unschwer feststellt, j¢ n—p Gleichungen die s@mtliche
gleichzeitig von allen diesen Vektoren befriedigt werden. Anderseits bestimmt
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jedes System dieser n—p Gleichungen ein p-dimensionales Vektorgebilde
das bis auf einen Faktor durch einen einfachen p-Vektor dargestellt wird.
Daraus ergibt sich, daB fiir diesen einfachen p-Vektor pi;::? die Darstellung
o (31200 8p) 8 s_,{

(2,9) PR =k X[i, s « « X'p

gilt. Da nun in den Systemen von je (n—p) Gleichungen bei den A als obere
Indizes s,...s, stets auftreten miissen, kann auf Grund der Bedingung (B;)
erreicht werden, daB in diesen Gleichungen der einfache p-Vektor ai':i* auf-

tritt. Dann folgt aber aus der Definition des alternierenden Produktes, da8 fiir
samtliche dieser Gleichungen

88k g Ky 1 8.8
(2,10) Ay T 00 gy =0
gilt. Aus (2,9) und (2, 10) folgt hiernach
(% .. ap Eh ap
(2, 11) CoR™C -~ Moesdey:

Wir zeigen jetzt, daB es n von Null verschiedene Zahlen g¢,, 0, ... 0. gibt,
so daB

A 'p)
(2,12) C =04 ... 0s,
wird.
Wir betrachten zundchst den Fall n=p+1 und machen den Ansatz
S " h ;-
(2,13) e ipP =0, X5, Oy Xiy """ Oy Xy

Falls wir fir i,... i, ein solches Wertesystem wahlen fiir das aij-% von

Null verschieden ist und fiir diese Komponente die unteren Indizes nicht
anschreiben, und die entsprechende Komponente des alternierenden Produktes

der J;.- mit x'2--? bezeichnen, so erhalten wir gemdB (2, 13)
al 2...p

2,14 = -
( ) 91 Og...(lpxl""p

Aus dem p-Vektor der den oberen Index p nicht enthdlt, ergibt sich wegen
(2,13) und (2, 14)

3 alQ...p le...p—l p+l
(21' 15) Op = 0pt1 als-p-1p+

xl 2... P
und allgemein
al 2.9 xl 2..p-s-1, p-s4l...p
(2: 15) Op-s = Op+1 il p-s-Lpstip’ xi2..p

Setzen wir die Werte von (2, 15) und (2, 15") in

aﬁ...p-l-l —— 01 2y O}H_Ix?...pﬁ-l
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ein, so kommt
(2, 16) (gp_‘_l)ﬁ C=q2»41,

Gleichung (2, 16) zeigt, daB bei Beschrankung auf reelle Werte, falls p un-
gerade ist 0,41 eindeutig, im Falle p gerade ist, ¢,+1 bis auf das Vorzeichen
bestimmt ist. Aus (2, 14), (2, 15") und (2, 15) sind sdmtliche o, bestimmbar.
Bei ungeradem p gibt es also genau ein, bei geradem zwei Systeme der
gewiinschten Art. Setzt man

k k
(2,17) a; = 0x X; (nicht summieren nach k!)

so ist im Falle n=p-+41 die Matrix G ohne irgendwelche Bedingungen
eindeutig bestimmbar. Aus der Bedingung, daB G die Matrix einer positiv
definiten Form ist, ergibt sich ndmlich, die Eindeutigkeit im Falle eines
geraden p.

Bei der Erledigung des allgemeinen Falles diirfen wir

n=p+2
voraussetzen. Wir bestimmen zundchst, wie im Falle n=p+ 1 die Zahlen
01, ... @pu1 aus den p+1 einfachen p-Vektoren ai; ' in deren oberen Indizes
blo8 die Zahlen von 1 bis p+ | auftreten. Um gp.2 zu bestimmen, gehen wir
von einem p-Vektor aus, in dem als oberer Index die Zahl p+2 und sonst
aber lauter kleinere Zahlen vorkommen. Ein solcher ist etwa

() e Ay

Waihlen wir eine von Null verschiedene Komponente von (p,) und schreiben
deren unteren Indizes nicht an, so ergibt sich

al 2..p-2p+l pi2
(2? 18) Opi2= 12 p-2ptl m .

aa--- a a x]

Im Nenner der rechten Seite von (2, 18) haben wir die feste Komponente des
alternierenden Produktes der p auftretenden Vektoren, durch eine eckige
Klammer angedeutet. Man muB jetzt nachweisen, daB jeder p-Vektor, dessen
obere Indizes der Zahlenreihe von 1 bis p+2 entnommen sind, das alterni-
erende Produkt der Vektoren (2, 17) und des Vektors

p+2 2
(2,19) & = 0ps2 X

sein muB. Dies ergibt sich aus der Bedingung (B,).
Beweis. AuBer dem p-Vektor p, wihlen wir noch den p-Vektor
(P:) 0!2‘"?-2?.1?
$) cvanne *p
Die beiden p-Vektoren haben die oberen Indizes 1 bis p—2 gemein, wahrend
die Paare p—1, p von (p;) und die Paare p+1, p+2 von (p,) verschieden



428 O. Varga

sind. Vertauschen wir den Index p+41 von (p,) mit p—1 von (p;) und
schreiben fiir die so erhaltenen p-Vektoren die Gleichung der Bedingung (B,)
an, so folgt, dal auch der p-Vektor

e P=2p-1p42
1

(ps) 0},": ....... o

das alternierende Produkt der Vektoren (2, 17) und (2, 19) sein muB. Vertau-
schen wir p+1 von (p,) mit p von (p,) so erhalten wir auf dieselbe Weise
auf Grund der Bedingung (p,) daB auch der p-Vektor

12...p-2pp+2

(pi) B s vaa ip

das alternierende Produkt der Vektoren (2,17) und (2,19) ist. Um nun
allgemein nachzuweisen, daf ein p-Vektor in dem p+2 der grofite Index ist,
das alternierende Produkt der Vektoren (2, 17) und (2, 19) sein muf, haben
wir nur nachzuweisen, daB auch der p-Vektor mit der oberen Indexreihe

1,2 oy Pi=Y, p=d N, s P P2 (i=2,...p)

das dufere Produkt dieser Vektoren ist.
Dazu betrachten wir auBer dem p-Vektor (p,) noch den p-Vektor

(pb) a!, ceey p-i-1, p-itl ... pp-_bl

L 'F.
Vertauschen wir den Index p—i von (p;) mit p von (ps), so ergibt sich aus
der Gleichung von Bedingung (B;) die Richtigkeit der Behauptung. Berechnen
wir ¢p,s aus einer Gleichung

L I'P__i p+3
:: kp-l ”': =0 ... 9"1;-1 Op+s aIf,l see ﬂ.'p_l x;,]
h<...<kp1<p+3),

so ergibt sich genau so wie vorher, daB sdmtliche p-Vektoren, deren hochster
oberer Index p+3 ist, ein dufieres Produkt ist, da aus Vektoren von (2, 17),

(2, 19) und
8 43
(2, 20) Qi = Ppis Xi

gebildet ist. Auf diese Weise folgt nach einer endlichen Anzahl von Schritten
die Behauptung.

Aus dem Bemerkungen im Falle n=p+41 entnimmt man, daB die
Bestimmung der o, bei Beschrinkung auf reelle Werte fiir gerade p zwei-
deutig, fiir ungerade p eindeutig ist. Da aber, wie wir schon feststellten, die
Matrix G diejenige einer positiv definiten Form ist, folgt, daB auch bei
geraden p nur ein Wertesystem moglich ist. Unser Ergebnis kbnnen wir in
folgendem Satze zusammenfassen.

a

Satz: Geniigen die reellen Elemente einer reguldren und symmetrischen

Matrix der Ordnung (:] deren zugehdrige quadratische Form positiv definit
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ist, fiir n = p+2 den Bedingungen (B,)—(B.), dann gibt es gerade eine
reelle Matrix G von n-ter Ordnung, deren p-te Derivierte die gegebene Matrix
ist. Diese Matrix G ist reguldr, symmetrisch und die zu ihr gehdrige quadrati-
sche Form ist positiv definit.

Aus unserem Satze folgt, daB die Kawaguchischen Riume metrischer
Klasse durch eine Reihe von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
fiir die Grundfunktion L(x; p“-») ausgezeichnet sind, die sich ergeben falls
man in den Bedingungen (B,)—(B.) an Stelle der a.'-',‘ e f; die sich aus (1,4)
und (2, 1) ergebenden Einsetzungen macht.

1. BEMERKUNG. Erfiillt eine quadratische reguldre Matrix der Ordnung
(;) deren Elemente reelle sind die Bedingungen (B,)—(B,), dann gibt es

falls man sich auf reelle Matrizen beschradnkt, eine Matrix, deren p-te Derivierte
die gegebene ist.

2. BEMERKUNG. Man kann die (;) einfachen p-Vektoren a’ jj:'.f; auch

als (homogene) Grassmannsche Koordinaten von (;) (p—1)-dimensionalen

linearen Rdaumen im projektiven Raum von n—I1-dimensionen auffassen. Die
Bedingungen (B,)—(B,) sind dann die notwendigen und hinreichenden

Bedingungen dafiir, dab diese (;] linearen Rdume die (p—1) dimensionalen
Seiten eines Simplex dieses Raumes sind. Die n Eckpunkte des Simplex haben

k
durch die a: (k=1, ... n) bestimmte homogene Koordinaten.
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