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Auflésung eines homogenen linearen diophantischen
Gleichungssystems mit Hilfe von Projektormatrizen.

Dem Andenken von Professor Tibor Szele gewidmet.

Von E. EGERVARY in Budapest.

Betrachten wir eine homogene lineare diophantische Gleichung in n
Variabeln

a'x=a,x,+a:x+ - +a.x.=0. (1)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kbnnen wir voraussetzen, dab der
grofte gemeinsame Teiler 4(a*) der ganzzahligen Komponenten von a* gleich
1 ist. Dann kann man nach BETTI und GIUDICE die allgemeine Ldsung von
(1) in der Form darstellen [1] [2]

x=0Qa
wo Q eine beliebige schiefsymmetrische Matrix n-ter Ordnung mit ganzzahli-

gen Elementen bedeutet, welche also eine iiberzdhlige Anzahl (E(RT_I—)] von
willkiirlichen Parametern enthilt. In ihrer Arbeit ,On equal sums of squares“
haben BARNETT und MENDEL die folgende einfachere Losungsformel angege-
ben [3]

x=t—b(a’t), a’b=1,7 (2)

welche nur n willkiirliche Parameter enthdlt, ndmlich die ganzzahlige Kom-
ponenten des Vektors t* = [t,,1,,..., &)

In einer unldngst erschienenen Arbeit [4] habe ich fiir die Losung eines
allgemeinen homogenen linearen Gleichungssystems ein endliches Iterations-
verfahren entwickelt, welches auf fortgesetzter Rangerniedrigung beruht, iiber-
flissige (d. h. von den fritheren linear abhadngige) Gleichungen automatisch

1) Die Barnerr—Menperscue Losung 146t sich iibrigens auch aus der Bermischen For-
mel ableiten, wenn man Q als eine schiefsymmetrische Matrix 2-ten Ranges ansetzt:

Q=1tb*—bt".
Hier bedeutet b einen der Gleichung b*a =1 geniigenden festen Vektor und t ist der will-
kiirliche Parametervektor.
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ausscheidet und (in homogener Form) die ndtige Anzahl von willkiirlichen
Parametern enthilt.

In dieser Note will ich zeigen, daBl die von mir geschaffene allgemeine
Methode [4] auch zur Auflésung eines beliebigen homogenen diophantischen
Gleichungssystems geeignet ist und im Falle einer einzigen diophantischen
Gleichung gerade die BARNETT-MENDELsche Losungsformel liefert.

Gegeben sei das homogene lineare diophantische Gleichungssystem

aix=0
S 3
anx =0

b, sei ein ganzzahliger Vektor, welcher der Gleichung aib, = 4(al) geniigt,
sonst aber beliebig ist. Man bilde — dem in [4] angegebenen Algoritmus
entsprechend — den Projektor n—1-ten Ranges
b, aj aj
XI—E—E—E—bIZ(a_T)- (4)
Die auf diese Weise gebildete Matrix (4) ist offenbar ganzzahlig und
geniigt der Gleichung

i X = al—(aiby) o =0, 5)

Die n—1 linear unabhédngigen Spaltenvektoren von (4) bilden also ein voll-
stindiges Losungssystem der Gleichung aix =0 und ihre allgemeine Losung
laBt sich mit Hilfe eines willkiirlichen ganzzahligen Parametervektors t in fol-
gender Form darstellen

d(aj) ’

welche — bei der Voraussetzung 4(aj)=1 — mit der BARNETT—MENDEL-
schen Formel vollkommen iibereinstimmt.

DaB die so erhaltene Formel alle Losungen von ajx= 0 enthilt, erkennt
man am einfachsten dadurch, dafl man den Parametervektor t mit irgend
einem Losungsvektor zusammenfallen 1a6t.

Um auch die zweite Gleichung aix =0 zu befriedigen, iteriere ich die
durch (4) angegebene Projektorbildung folgendermassen:

Ist a3X;=0, so ist a%=const.a] (weil X, den Rang n—1 hat), die
zweite Gleichung (3) ist also eine Folge der ersten und kann somit wegge-
lassen werden.

Ist aber a3X;==0, so gibt es einen ganzzahligen Vektor b,, welche der
Gleichung a3X;b,= 4(a3X,) geniigt. Man bilde nun mit diesem Vektor in
Analogie zu (4) den ganzzahligen Projektor n—2-ten Ranges

x:bzaEX1 2.2 aEX1
iXibs Al ey - ©)

x=X;t=t—b,

Xo=X;—
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Wegen (5) (6) geniigt X, der Gleichung aiX;=0. Aus
a;xlbg
d(asX,)
sieht man aber, daB X, auch der Gleichung a$X,=0 geniigt.

Die allgemeine Losung der beiden simultanen Gleichungen aix=0,
a;x =0 146t sich also folgendermaBen darstellen

x = X,t,

wo t einen willkiirlichen ganzzahligen Parametervektor bedeutet.

Das Verfahren kann man offenbar analog fortsetzen:

Ist bei dem k-ten Schritt ai,1Xi=0, so ist a;,;x =0 eine Folge der
ersten k Gleichungen und wird dementsprechend weggelassen.

Ist aber ai;1Xi 4= 0, so berechnet man einen ganzzahligen Vektor by,
welcher der Gleichung

aXo=—a X, — a2 X; =0

ak.+1xkbk+1 = 4(a:+1 Xn)
geniigt, und mit dessen Hilfe den ganzzahligen Projektor
o X biiiai. Xa
x"“ ok XI‘ ﬂ;+1 xkhk-l-l
Hat das Gleichugssystem (3) den Rang r, so hat der auf diese Weise

gebildete ganzzahlige Projektor X, den Rang n—r, und befriedigt sdmtliche
Gleichungen

(k=0,1,...,r—1).

a1 X, =0, a3 X, =0,...,an X, =0.
Die n—r linear unabhingigen Spaltenvektoren von X, bilden also ein
vollstindiges Losungssystem des diophantischen Systems (3) und die allge-

meine Losung 146t sich mit Hilfe eines ganzzahligen Parametervektors t fol-
gendermafien darstellen:

x =X,t.
Man erkennt durch eine &hnliche Uberlegung, wie oben, da durch

diese Formel sdmtliche ganzzahlige Losungen des gegebenen Systems (3)
erfaBt werden. '
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