Ringe und ihre additive Gruppe.’

Dem Andenken
meines verehrten Kollegen und geliebten Freundes T. Szele gewidmet.

Von L. FUCHS in Budapest.

§ 1. Einleitung.

Die allgemeine Struktur der Ringe wird von vielen Standpunkten aus
untersucht. Von der Seite der Idealtheorie betrachtet man entweder die
Durchschnittszerlegungen oder die multiplikativen Zerlegungen der Ideale
des Ringes. Eine andere Moglichkeit zur Untersuchung ist, Ringe als sub-
direkte Summe von Ringen einfacher Struktur darzustellen usw. Es scheint
uns, daB die Struktur der additiven Gruppe des Ringes bis nun noch nicht
einer systematischen Untersuchung unterzogen worden ist,') und somit sind
unsere Kenntnisse beziiglich der additiven Struktur der Ringe ziemlich gering.
Unser Ziel ist zu zeigen, dab in gewissen Fillen explizite Ergebnisse von
der additiven Struktur der Ringe erreicht werden konnen.

Es ist klar, daf es keinen Zweck hat, die additive Struktur der Ringe
in vollster Allgemeinheit zu untersuchen; es kommt ndmlich jede abelsche
Gruppe unter den additiven Gruppen der Ringe vor. In der Tat lafit sich
auf jeder vorgeschriebenen abelschen Gruppe ein sog. Zeroring aufbauen (wo
das Produkt von je zwei Elementen verschwindet). Fordert man aber vom
Ringe noch weitere Eigenschaften, als blofi ein allgemeiner Ring zu sein, so
spezialisiert sich auch die additive Struktur des Ringes. Ist z. B. der Ring
ein Schiefkorper, so ist seine additive Gruppe bekanntlich die direkte Summe
entweder von rationalen Gruppen®) oder von zyklischen Gruppen von Prim-
zahlordnung p (mit fester p), je nachdem die Charakteristik O oder p ist.
Aus den beriihmten Struktursidtzen von Wedderburn—Artin folgt, daB die addi-

* Vorgetragen auf dem IV. Tschechoslovakischen Mathematiker-KongreB in Prag, am
7. September 1955.

1) Man pflegt die additive Gruppe des Ringes als einen Operatormodul aufzufassen,
aber wir sehen jetzt vom Operatorbereich ab und ziehen nur die reine additive Gruppe in
Betracht.

?) Fiir die Terminologie und Grundbegriffe verweisen wir auf § 2.
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tive Gruppe eines einfachen Ringes dieselbe Struktur besitzt. wie bei Kor-
pern, wihrend die additive Gruppe eines halbeinfachen Ringes die direkte
Summe von endlich vielen solchen Gruppen ist (s. auch unten § 8). Als ein
anderes Beispiel erwdhnen wir das schone Ergebnis von T. SzELE [14]°)
nach dem ein nilpotenter Ring mit Minimalbedingung fiir Linksideale die
folgende additive Struktur besitzt: die additive Gruppe eines solchen Ringes
ist die direkte Summe von endlich vielen zyklischen und quasizyklischen
Gruppen. Umgekehrt 146t sich auf einer solchen Gruppe jeweils ein Ring
vom erwidhnten Typ autbauen.*)

Wir konnen nun das recht allgemeine Problem formulieren: Zu einer
gegebenen Ringeigenschaft E (z.B. Minimal- oder Maximalbedingung fiir
Linksideale, Regularitit im Sinne von NEUMANN usw.) sind hinreichende und
notwendige Bedingungen aufzustellen, damit sich auf einer abelschen Gruppe
G ein Ring R mit der Eigenschaft E aufbauen lasse.

Das ist der eine Problemkreis, mit dem wir uns jetzt beschiftigen
wollen (s. §§ 6—12).

Der andere ist: Es sind alle Ringe zu bestimmen, die auf einer gege-
benen abelschen Gruppe G aufgebaut sind. Diesem Problem haben zuerst
R. A. BEAUMONT [1] und T. SzeLe [11] ihre Aufmerksamkeit gewidmet-
BEAUMONT hat alle, auf direkten Summen von zyklischen Gruppen aufgebauten
Ringe betrachtet und diese durch gewissen Bedingungsgleichungen geniigende
ganze rationale Zahlen charakterisiert. SzZELE hat sdmtliche Nil-Torsionsgrup-
pen explizit bestimmt, ferner die Nichtexistenz von gemischten Nilgruppen
bewiesen. Dabei ist unter einer Nilgruppe eine solche zu verstehen, die nur
die additive Gruppe eines Zeroringes sein kann. SzZeLE wies auch auf zwei
Arten von systematischer Untersuchung hin [12], auf Grund der Begriffe von
Quasinilgruppen r-ter Art und von hoheren Nilstufen. L. REDE!I und T. SzELE
[8] haben alle Ringe explizit angegeben, deren additive Gruppe eine abelsche
Gruppe vom Range 1 ist.*) L. REDEI befafite sich mit dem allgemeinen Pro-
blem, alle auf einem Operatormodul G {iber einem Ring mit Einselement auf-
gebauten Ringe zu bestimmen; sein Ergebnis [9] ist ziemlich kompliziert.

Im zweiten Problemkreis bezieht sich unser Hauptergebnis auf Ringe,
deren additive Gruppe eine Torsionsgruppe ist. Unser Resultat ist auch im
aligemeinsten Falle verhdltnismifiig explizit. Nachdem man bemerkt hat,
daff die Elemente von unendlicher Hohe stets Annullatoren des ganzen Tor-
sionsringes sein miissen, ist es leicht zu schliefen, dall die Multiplikation

%) Die Nummern in eckigen Klammern verweisen auf die Literatur am Ende der Arbeit.

3a) A. Kertész machte mich darauf aufmerksam, daB O. GoLoman (Semi-simple exten-
sions of rings, Bull. Amer. Math. Soc., 52 (1946), 1028—1032) bewiesen hat, daB alle, auf
einer gegebenen Gruppe G aufgebauten Ringe dann und nur dann halbeinfache Erweiterun-
gen besitzen, wenn G kein Element der Ordnung p2 enthiilt.

%) Gruppen vom Range 1 sind die Untergruppen der rationalen Gruppe und die der
quasizyklischen Gruppen (s. [8]).
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nur fiir die Elemente irgendeiner Basisuntergruppe B zu erkldren ist. Da aber
B definitionsgemdB eine direkte Summe von zyklischen p-Gruppen ist, geniigt
es, die Multiplikation nur fiir die Basiselemente von B anzugeben. Somit ist
im wesentlichen die Struktur eines auf einer beliebigen Torsionsgruppe aufge-
bauten Ringes auf die Multiplikation der Elemente der moglichst einfachsten
Torsionsgruppen (ndmlich der Zyklensummen) zuriickgefiihrt. — Der Fall von
torsionsfreien und gemischten Gruppen ist sehr schwer; beziiglich der tor-
sionsfreien Gruppen werden wir hauptsichlich den Fall von vollstindigen Grup-
pen betrachten und einige Bemerkungen iiber den Zusammenhang zwischen
den Problemen beziiglich des allgemeinen Falls und des von vollstindigen
Gruppen machen.

§ 2. Vorbereitungen.

Unter einer Gruppe verstehen wir durchweg eine additive abelsche
Gruppe mit mehr als einem Element. Gruppen und Ringe werden hier mit
groBen Buchstaben, ihre Elemente mit a, b, ..., g, x, y, z bezeichnet, wihrend
die {(ibrigen kleinen lateinischen Buchstaben fiir ganze rationale Zahlen (ins-
besondere p fiir Primzahlen) reserviert sind. Kleine gotische Typen stehen
fiir Kardinalzahlen.

Mit O(a) bezeichnen wir die Ordnung des Gruppenelements a. Ist S
eine Untermenge der Gruppe G oder des Ringes R, so bedeutet {S} bzw.
(S): die von S erzeugte Untergruppe bzw. das von S erzeugte Linksideal. Fiir

irgendeine Kardinalzahl m wird > C: eine (diskret) direkte Summe von m
m

Gruppen, von denen jede einer der Gruppen C; isomorph ist, bezeichnen.
Wir sagen, daf die natiirliche Zahl n das Element a annulliert, wenn
na=a+...+a=0 ist, und daB sie das Element b teilt, in Zeichnen: n|b, wenn
die Gleichung nx =25 fiir x in der Gruppe G losbar ist. Unter G[n] bzw.
nG verstehen wir die Gesamtheit der durch n annullierten bzw. teilbaren
Elemente. Die zyklische Gruppe der Ordnung r (1 =7 = o) wird mit €(r)
bezeichnet; ©(p®) bedeutet die quasizyklische p-Gruppe (d. h. die Priifersche
Gruppe des Typs p®) und & die rationale Gruppe (d. h. die additive Gruppe
aller rationalen Zahlen). Bekanntlich ist jede vollstindige (oder, in der Termi-
nologie von T. SzeLe [10], algebraisch abgeschlossene) abelsche Gruppe
(vollstindig heift eine Gruppe G, wenn nG = G fiir jedes natiirliche n) die
direkte Summe von Gruppen C€(p®) und &, und sie ist ein direkter Summand
in jeder sie enthaltenden abelschen Gruppe. H heilt eine Servanzunter-
gruppe von G, falls fiir jedes a€ H aus der Richtigkeit der Teilbarkeitsrela-
tion n|a in G ihre Richtigkeit auch in H folgt. B heift eine Basisunter-
gruppe der p-Gruppe G, wenn B die direkte Summe von zyklischen Gruppen,
eine Servanzuntergruppe von G ist, und auBerdem die Faktorgruppe G/B voll-
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stindig ist. Nach einem grundlegenden Satz von L. ]J. KULIKOFF [6]) besitzt
jede p-Gruppe eine Basisuntergruppe, die bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt ist.

Das Element a der Ordnung p" (p ist eine Primzahl) heifit von der
Hohe k, wenn k die grofite nichtnegative ganze Zahl ist mit der Eigenschaft
p*la. Gibt es kein grobtes k mit dieser Eigenschaft, so ista von unendlicher
Hohe.

Es sei a ein Element von unendlicher Ordnung und p. bedeute die n-te

Primzahl. Es sei ferner k, der groBte Exponent, fiir den die Relation p."|a
gilt; existiert kein groBter k., so sei k,==oc. Die Folge y(a)=(k,, k,...)
heiBe die Charakteristik von a. y(a) und x(6)=(hL,L,...) seien als dquiva-
lent betrachtet, wenn k.=, fiir alle n mit Ausnahme von hdchstens endlich
vielen n, fiir die aber k, und [/, beide endlich sein miissen. Die dquivalenten
Charakteristiken bilden eine Klasse, die der Typ z(a) von a heift. Wir set-
zen 7(a) = 7(b), falls es Charakteristiken y(a') = (k, ka, ...), x (&)=, 1, ...)
in den Klassen 7(a) bzw. 7(b) gibt, so daB k., =/, fiir jedes n.

Um die Terminologie zu vereinfachen, verabreden wir, die gewohnten
Benennungen der Theorie der abelschen Gruppen unbeschrinkt auf Ringe zu
iibertragen. So z. B. bedeute ein torsionsfreier Ring nichts anderes, als einen
Ring mit torsionsfreier additiver Gruppe, ein Servanzideal dasselbe, wie ein
Ideal, dessen additive Gruppe eine Servanzuntergruppe in der additiven
Gruppe des ganzen Ringes ist usw. Eine gewisse Identifizierung des
Ringes und seiner additiven Gruppe wird keine Mifverstindnisse verursachen.
(Wir nennen einen Ring R auch einen auf seiner additiven Gruppe R* auf-
gebauten oder konstruierten Ring.)

§ 3. Ideale, die allein durch die additive Gruppe bestimmt sind.

Ein groBer Teil unserer Resultate stiitzt sich auf die triviale, aber fiir
unsere Zwecke grundlegende Beobachtung, dal eine Anzahl von Idealen —
ohne Kenntnis der multiplikativen Strukturdes Ringes — nur mit Hilfe der
additiven Gruppe des Ringes festgestellt werden kann. Es kann natiirlich vorkom-
men, daf diese zum Teil oder in ihrer Gesamtheit mit den trivialen Idealen iiber-
einstimmen. Doch werden diese im folgenden eine entscheidende Rolle
spielen.

Zuerst die wichtigste Tatsache:

Haupthilfssatz. 1) Aus n|a, m|b folgt nm|ab;
2) aus na=0, mb=0 folgt (n,m)ab=0;°)
3) aus n|a, nb=0 folgt ab=0.

%) S. auch Kuvroscu [5] und Szece [13].
%) Hier wird (n, 0) = n gesetzt.
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BEwEls. 1) Existiert x, y mit nx=a, my=~5, so geniigt z=2xy der
Gleichung (nm)z= ab. 2) Lost man die diophantische Gleichung ns+mt—=
=(n,m) fiir ganze Zahlen s,¢, so folgt (n, m)ab= (ns)(ab)+ (mt)(ab)=
==(na)(sb)+ (ta)(mb)=0. Endlich folgt 3) aus ab=(nx)b=x(nb)=0.

Wir erwdhnen die folgenden wichtigen Konsequenzen des Haupt-
hilfssatzes:

(i) nR ist ein Ideal im Ringe R;

(ii) ist L ein Linksideal, so ist es auch nL;

(iii) in einem p-Ring R bilden die Elemente von unendlicher Hohe ein
Ideal, namlich N p*R; allgemeiner:

k=0

(iv) fiir jede Ordinalzahl g ist”) nﬂ P°R stets ein Ideal von R;
o<,

(v) die maximale vollstindige Untergruppe, sowie deren p-Komponenten
sind Ideale;®)

(vi) in torsionsfreien Ringen bilden die Elemente, deren Typ gleich
oder groBer als ein fester Typ ist, ein Ideal;

(vii) R[n] ist ein Ideal von R;

(viii) fiir ein Linksideal L ist L[n] stets auch ein solches;

(ix) die Torsionsuntergruppe (= der Torsionsunterring), sowie deren
p-Komponenten sind Ideale;

(x) fiir verschiedene Primzahlen p und ¢ annulliert jede p-Untergruppe
jede g-Untergruppe;

(xi) die Ideale nR und R[n] annullieren einander;

(xii) in einem p-Ring annulliert ein Element von unendlicher Hohe jedes
Element des Ringes;

(xiii) in einem Torsionsring ist jede Untergruppe, die aus Elementen von
unendlicher Hohe besteht, ein Ideal; usw.

Die Beweise dieser Behauptungen sind fast trivial und kdnnen dem
Leser iiberlassen werden. [(i))—(vi) folgen aus 1), (vii)—(x) aus 2) und
(xi)—(xiii) aus 3).]

§ 4. Ringe, die auf einer Torsionsgruppe aufgebaut sind.

Und nun wenden wir uns dem Problem zu, eine Ubersicht iiber alle,
auf einer gegebenen, sonst beliebigen Torsionsgruppe aufgebauten Ringe zu
gewinnen. Jede Torsionsgruppe ldBt sich bekanntlich in die direkte Summe

7) p=R ist folgendermaBen definiert: es ist gleich p(pe-1R), falls a—1 existiert, und
gleich ] pYR, falls a« eine Limeszahl ist.
y<o

8) Daher kénnen wir von dem maximalen vollstindigen Ideal bzw. dem maximalen
vollstindigen p-ldeal eines Ringes reden.
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von eindeutig bestimmten p-Gruppen zerspalten. Nun sind diese p-Kompo-
nenten nicht nur Untergruppen, sondern auch Ideale (dies folgt auch aus (ix) in
§ 3), somit gilt diese direkte Zerlegung auch im ringtheoretischen Sinne. Des-
halb geniigt es, uns auf p-Ringe zu beschrinken.

Wie schon erwihnt, besitzt jede p-Gruppe eine Basisuntergruppe. Diese
ist einer der allerwichtigsten Begriffe der allgemeinen Theorie der abelschen
Torsionsgruppen von beliebiger Machtigkeit. Wir zeigen nun, dafl die Basis-
untergruppe eine ebensolch wichtige Rolle auch in der Ringtheorie spielt; es
gilt ndmlich:

Satz 1. Die Multiplikation der Elemente eines p-Ringes R ist durch die
Multinlikation der Elemente einer Basisuntergruppe B von R schon eindeutig
bestimmt.

Der Beweis erfordert nur einige Zeilen. Um das Produkt cd (c,d € R)
zu bestimmen, beachten wir, dab R/B definitionsgemall eine vollstdndige
Giuppe ist, und somit fiir alle natiirlichen Zahlen 4, k£ die Gleichungen p"x=c—a,
Py =d—b (mit passenden a, b € B) losbar sind. Wihlt man den Unglei-
chungen O(d) = p*, O(a) = p* geniigende h, k, so ist

cd=(p'x+a)d=ad=a(p'y+b)=ab, w.z. b. w.

Zugleich erwdhnen wir aus dem bewiesenen Satz folgenden interes-

santen

Zusatz., Jedes Ideal des von B erzeugten Ringes ist ein Ideal auch von R.

Nun sei G eine p-Gruppe und B eine Basisuntergruppe von G; B ist
die dirckte Summe von zyklischen Gruppen {a.} der Ordnung p"s, B —2{0.},
we « eine Indexmenge [ beliebiger Machtigkeit durchldauft. G/B (als eine
volistandige p-Gruppe) besitzt die Struktur G/B= 2, Cs =~ 2> @(p®); hier ist

B

Co={cy',¢s, ...} mit pcy’=0, pc§’ = ¢4,... Da B definitionsgemiB eine
Servanzuntergruppe ist, 14Bt sich jede Nebenklasse ¢ ¢ ordnungstreu durch
ein Element 73" € G repri:.enheren d. h.?)

£ rel== 0, pey =0, pcz'=c5 =05 " (4" ey, By € B),
wo O " wed B sl (mitendlich vielen nichtverschwindenden

@

Gliedern). [Ohne Beschrinkung der Aligemeinheit kdnnen wir voraussetzen,
dab 0 = s’ = p—1 gilt] Es folgt, daB jedes Element g von G eine Dar-
stellung der Form

(2) §— 2 vatln *; wpcs'®  (re, Wy ganz rational, p 4 wp==0)")
“w
% Tar die folecuden Cherle e VD f\‘l
By Do Siine enthatten nur endiich vy C'L nichtverschwindende Glieder, Die unten
aufircwnden Damalen Sonunen. de anch abzibhibar unendlich viele nichtverschwindende

DiNATTARNL G Semicrels woniiert, wardan deech Starpchen cekennzeichioe:
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besitzt;"") gilt noch g= > vha.+ >, wich's ohne die Voraussetzung p f wj, so
n 7

muf mp = mp, wp=p"8 "Pwy (W ganz) sein, ferner
g= Z Va a,_]_; wy p™i e cf,""”)=
@
= 3 v aut 3 wj [P — b P — e —.— prima i),
@

Ordnen wir den Elementen c§” die formalen Summen

3) g — b5 + bV + PP =D *ufRas  (ufe ganze Zahlen)
zu, so folgt aus (1), daB pufs — ups " —spa  gilt, d. h.

g= 2 vaat 2 wi P — 20 2wy ue® — whuge'®) ] e

a a B
Vergleich mit (2) liefert
4) wp=wi(mod p™); va+ D Wi use® =vi+ 2D, whupe'® (mod p'e).
7 7

Die formalen Summen in (3) haben die wichtige Eigenschaft, daB sie
sich hinsichtlich Multiplikation ebenso verhalten, wie die entsprechenden c§”;")
dies folgt unmittelbar aus der Bemerkung, daB c§” g = [p"cy" ™ +b5" +--- +
+ 05 b Vg =[b8" + - +p* b5 Vg, falls O(g) =p" ist. Ferner folgt

aus p"cy” =0, daB alle Glieder p™ugs as in (3) verschwinden. Da folglich
ufwas durch (p™,p"®) annulliert wird, besteht die Teilbarkeitsrelation')

(5) e = (-mod %] ‘
(" p")
Ist nun das Produkt a,a, fiir je zwei Basiselemente a,, @, von B bekannt,
(6) Quly = Z Vuvada+ ; Wuvp CJ(T.F""!
@
WO

Vuvas Wirp £ANZ, Vuya =0 (mod p"®), Wup=0 (mod p"***) mit Ausnahme
(7) { von endlich vielen a, 8 (fiir beliebige feste u, v); ist wu,s==0 (mod p"#**¥),
so gilt auch wu,;==0 (mod p),

11) Die Darstellung (2) ist eindeutig in dem Sinne, daB v, a, und wpcg"ﬂ) (mit p y wp)
eindeutig bestimmt sind; (2) heiBe die kanonische Darstellung von g mittels der Quasibasis
(a,, c}""). Zugleich bemerken wir, daB O(v,a,) = 0(g), p™¢ < O(g) gelten.

12) [st dieselbe formale Summe zwei verschiedenen Elementen zugeordnet, so ist deren
Differenz ein Element von unendlicher Hohe (die also jedes Element des Ringes annulliert).

13) Die vorliegende Zuordnung (3) bildet die Gruppe G auf eine mit G/G, isomorphe
Gruppe ab, wo G, die Untergruppe bestehend aus allen Elementen von unendlicher Héhe
bedeutet. (Dies folgt aus § 4 meiner Arbeit [3].) Aus dieser Isomorphie folgt die hier
benutzte Tatsache.
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so ist nach dem Distributivgesetz und Satz 1 die Multiplikation fiir alle Ele-
mente von G erklirt. Da offensichtlich O(a.a,) = min(O(a.), O(a,)) sein
muB, gilt (vgl. FuBinote)

(8) Myuyp = min ("Jn ”r);
ferner folgt, daB p", p"*, p"* das Element v, a. annullieren, d. h.
) Vura =0 (m W il

i (PP p"')J

Da einerseits
(0ua)ap=[ 2 vira@a+ 2 Wip "7 0y =
= 2 Va0 + 2 Wars 2" (ay) =
=2 vuve [ 2 Ucpoaa-i—z WageCe 209
+ 22 Wi 2 [ 2 vyeats + 2 Wyeecl™r] =
y_-— Z [Z Vuva Vags + ﬁ" ?Z‘. Wowp Uy P’ ”706] as+
+ Z [2 Vpva Wage Co 909 + ; ;'w,.,, Uy 7 w0 M ved] |

andererseits
010080 = ] 3 vt 3 W] =
= 2 vrea(ua) + 2 Wrep 271 57 (@,8y) =
= Z Usga [Ztmaa + Z Waaels #o?] +
+; Wro#;‘ gy’ ""”[; Vuys @8+ Z WoyeCSH19] =
) oz [,Z UreaVuas + Z Z'Wvoa gy "% v,ys] @s +
+ 2 [ 2 vra Wit v +Z Z‘ Wep Upy "% Wiy €Y,

schliefit man.
Y[Z Vuvalags + Z 2? Wuyp uﬂ[:'prp) 1’?96] as-+

+ vlz Vura Wagi ctma(")+ S‘ Z Wyuyplpy 1 ﬁ’ww,c. "f"‘)] ==

o : l.:'_ Uyoa Vuad 1 S‘Z‘ Wiopllpy " Vuys| @5+

o & :[Z t“;-guW,umC; M")‘+' ZZ‘% plU ("‘ypﬂ}wp,v‘c‘ jmﬂ)]

Ist somit auf der Gruppe G ein Ring mlt durch (6) erkliarter Multiplikation
aufgebaut, so miissen (7), (8), (9) und (10) giiltig sein.

(10)
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Umgekehrt, seien in der Gruppe G ganze Zahlen vuya, Wuyp gegeben, die
den Bedingungen (7)—(10) geniigen. Wir definieren die Multiplikation der
Elemente a. gemiB (6) und erstrecken sie mittels des Distributivgesetzes und
der formalen Summen (3) auf alle Elemente von G. Damit wird auf G eine
eindeutige Multiplikation erklart; wird ndmlich das Element

g =2 vallat ZWpc§™ = 2 ve0a+ ZIWheiF (P 4wy 0)
mit A =Z§,a“+2ﬁ,cﬁ;"’ multipliziert, so ergibt sich einerseits
M »

gh=2 v+ ; watge?] da. ;"[aﬁ > W, 1,5 a, —
=3 e + Z w5+ X w,u”] [ S vunty t T W),

andererseits ;
gh=3* 3l + Zwpu o0 (oo + ST [ 3 vy + 2 wasac' ).
Nun ist nach (4)")
va +;_:w;.u,§;'? = +;w{,’uﬂf‘ﬂ’ -
=va+ ; waugs P +;P‘"" ke uga? (mod p").

Aus (5) folgt, daB hier die letzte Summe weggelassen werden kann. Daher
sind nach (9) die Koeffizienten von a, in beiden Ausdriicken von gh nach

ul p= ——‘0-1——, und somit auc i i 1
dem Modul p = o o) tauch mod p"™ zueinander kongruent.
Auch die ¢§"*? enthaltenden Glieder stimmen in beiden Ausdriicken iiberein,
da die Koeffizienten von c§"*® mod p"¢, und somit wegen (8) auch mod p™e«
zueinander kongruent sind.”)Da das Distributivgesetz infolge der Definition
und der eben bewiesenen Eindeutigkeit der Multiplikation, das Assoziativ-
gesetz wegen (10) giiltig ist, erhdlt man den

Satz 2. Auf der p-Gruppe G mit der Quasibasis (aa,cS") ldft sich dann
und nur dannein Ring mit durch (6) gegebener Multiplikation aufbauen, wenn

(i) die Multiplikation durch das Distributivgesetz und die Zuordnung (3)
auf alle Elemente von G erstreckt ist,

(ii) die ganzen Zahlen vuya, Wuwp den Bedingungen (7), (8), (9) und (10)
geniigen.

14) Hier bezeichnet k, irgendeine ganze Zahl.
15) Fiir hg schlieBt man analog.
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§ 5. Auf torsionsfreien Gruppen aufgebaute Ringe.

Fiir torsionsfreie und gemischte Gruppen ist das allgemeine Problem um
vieles verwickelter als im Torsionsfalle. Doch gibt es eine wichtige Klasse
von torsionsfreien Gruppen, auf die sich, obwohl sie keine Zyklensummen
sind, dennoch die Beaumontschen Resultate unmittelbar {ibertragen lassen,
ndmlich die vollstindigen torsionsfreien Gruppen. In der Tat, wiahle man in
der vollstindigen torsionsfreien Gruppe G ein maximales unabhdngiges Ele-
mentsystem, S= (a.), und definiere die Multiplikation der Elemente a, durch

(11) aﬂar=2uumam

WO Uuya rationale Zahlen sind (nach der vorausgesetzten Torsionsfreiheit besitzt
die Multiplikation mit rationalen Zahlen in vollstindigen Gruppen einen wohl-
definierten Sinn), die den folgenden Bedingungen geniigen:

(i) fiir feste u, v ist uu,o =0 fiir fast alle «;

(ii) fiir feste u,v, o, T gilt")

Z Upyalace — Z UyoaUyac-
@ 7]

Sind nun u,,. den Bedingungen (i) und (ii) geniigende rationale Zahlen,
so wird G zu einem Ring, wenn wir die Multiplikation in G (in der durch
(11) und die Distributivgesetze schon eindeutig bestimmten Weise) folgender-
mafen ausfiihren: zuerst stellen wir die gegebenen Elemente x,y € G in der

eindeutigen Form x= > v.a,, y=_2 w,a, mit rationalen Zahlen v,, w, (die
m ¥

fast alle verschwinden) dar und setzen:
(12) X.V=(Zvaap) (Zwra9)=222 UpyaVu Wy Qa.
1 v I [ 4 a

Es ist leicht einzusehen, daf wir auf diese Weise tatsdchlich einen auf G
aufgebauten Ring konstruiert haben:

Satz 3. Alle, auf einer vollstdndigen torsionsfreien Gruppe G aufgebauten
Ringe lassen sich mitlels eines maximalen unabhdngigen Elementsystems S =(a.)
in G folgendermafen angeben: man wdhle rationale Zahlen u.,. mit den
Eigenschaften (i) und (ii), und definiere die Multiplikation durch (12).

Obwohl es sehr schwer zu sein scheint, iiber alle auf einer beliebigen
torsionfreien Gruppe aufgebauten Ringe eine volle Ubersicht zu bekommen,
kOnnen wir einen engen Zusammenhang zwischen den torsionsfreien Ringen
und den vollstindigen torsionsfreien Ringen feststellen, der das Erreichen der
erwihnten Ubersicht moglicherweise erleichtern wird.

Bekanntlich 146t sich jede (torsionsfreie) Gruppe in eine bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmte minimale volistdndige (torsionsfreie) Gruppe einbetten.

1¢) Dies folgt aus dem Assoziativgesetz der Multiplikation.
D 32
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Ist nun R ein beliebiger torsionsfreier Ring und fiihrt man diese Einbettung
der additiven Gruppe R* von R aus, so bekommt man eine vollstindige
torsionsfreie Gruppe S*, die zu einem Ring S wird, wenn die Multiplikation
der Elemente ¢, d€S folgendermafien definiert wird: nach der Definition von
S* gibt es ganze rationale Zahlen m, n und Elemente a,b€ R mit mc=a,
nd = b, daher wird

R

cd=—a-—b=iab
m- n mn

wegen der Torsionsfreiheit ein wohlbestimmtes Element von S sein. Es ist
evident, da wir dadurch tatsdchlich einen Ring S definiert haben, der zusam-
men mit R kommutativ oder nichtkommutativ ist. Es ist auch klar, daf das
eventuell vorhandene Einselement e von R sich zugleich als Einselement fiir
S erweist.

Jedes Ideal A von R erzeugt in S ein Ideal A’, sein Erweiterungsideal,
und umgekehrt ist der Durchschnitt A'n R eines Ideals A" von § mit R stets
ein Ideal in R, das Verengungsideal von A’; dies ist nach dem Ergebnis von
H. GReLL [4] eine ein-eindeutige Zuordnung der ausgezeichneten Ideale. Es
gibt aber in diesem Falle auch eine andere wichtige Zuordnung von Idealen,
namlich die der Servanzideale: jedes Ideal A von R erzeugt in S ein Ser-
vanzideal A* und der Durchschnitt A*n R ist ein Servanzideal von R (das
sich auch als das durch A erzeugte Servanzideal von R definieren 146t). Diese
Zuordnung der Servanzideale fillt mit der Grellschen Zuordnung zusammen,
falls R ein Einselement besitzt, denn die Existenz eines Einselements in S
zieht den Servanz-Charakter jedes Ideals in S nach sich.

Die Servanzideale spielen in torsionsfreien Ringen eine wichtige Rolle,
wie dies aus den folgenden Uberlegungen erhelit.

Es sei / ein nilpotentes (Links-, Rechts-) Ideal in R; /*=0. Dann ist
auch das von / erzeugte Servanzideal / von R nilpotent. In der Tat folgt aus
dem Verschwinden aller Produkte a,a;...a: (a:€7) das aller Produkte

1 1 1
blbg...bk=?101'~£ag...“n—kak=nlns"-nk
Zahlen ==0), d. h. J/*=0. Daraus ergibt sich unmittelbar: das Radikal N
eines forsionsfreien Ringes R (d. h. die Vereinigung aller nilpotenten Links-
ideale) ist ein Servanzideal in R. Bei der erwdhnten Zuordnung der Servanz-
ideale von R und von § entspricht dem Radikal N von R das Radikal N*
von S. — Dasselbe gilt, wenn wir unter dem Radikal die Vereinigung aller
Nilideale verstehen. Es sei noch bemerkt, daf das Jacobsonsche Radikal nicht
mehr ein Servanzideal zu sein braucht. (Beispiel: der Ring aller rationalen
Zahlen mit ungeradem Nenner.) :

Es folgt miihelos, daB das annullierende Linksideal L eines beliebigen
Elementes x von R (d. h. die Gesamtheit aller a ¢ R mit ax=0) ein Ser-
vanzideal ist.

@,a,. .. a; (b: € J, n: ganze rationale
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Es ist leicht zu schliefen, daff das Bestehen der Maximal- oder der
Minimalbedingung fiir die Linksideale von R dasselbe fiir S nach sich zieht.
Dieselbe Behauptung, sowie ihre Umkehrung gilt fiir die Servanzideale.

Zunichst nehmen wir an, daB R ein Einselement enthélt.””) Dann gibt es
bekanntlich zu jedem Linksideal ein dieses enthaltendes maximales Linksideal.
Die additive Gruppe eines maximalen Linksideals M besitzt nun die Eigenschaft:
Sie ist entweder eine Servanzuntergruppe oder fillt zwischen pR und R fiir irgend-
eine Primzahl p. In der Tat, ist M keine Servanzuntergruppe in R, so ist
die von M erzeugte Servanzuntergruppe M ein M umfassendes Linksideal,
d. h. M=R. In diesem Falle gibt es eine Primzahl p mit der Eigenschaft,
daBl die Gesamtheit N aller x€ R mit px€ M das Linksideal M echt enthilt,
N>M. Da N ebenfalls ein Linksideal ist, muf N= R sein, woraus pNC M
folgt, w.z.b. w.

§ 6. Die additive Gruppe eines einfacken Ringes.

Jetzt gehen wir auf das andere Problem iiber und suchen zuerst eine not-
wendige und hinreichende Bedingung, daB eine abelsche Gruppe die additive
Gruppe eines einfachen Ringes sei. Dabei ist die Einfachheit in dem Sinne
zu verstehen, daB der Ring kein nichttriviales Ideal enthdlt (die Minimal-
bedingung fiir die Linksideale wird daher nicht gefordert).

Es sei nun R ein einfacher Ring. Dann stimmt das Ideal pR fiir jede
Primzahl p mit O oder R iiberein. Tritt der erste Fall fiir ein p auf, pR=0,
so mufl R die direkte Summe von zyklischen Gruppen der Ordnung p sein.
Im entgegengesetzten Fall ist R vollstindig und somit die direkte Summe
von rationalen und quasizyklischen Gruppen. Quasizyklische Gruppen konnen
aber hier nicht vorkommen, denn anderenfalls wire fiir mindestens ein p
das Ideal R[p] ein nichttriviales. Dies beweist die eine Hélfte des Satzes: -

Satz 4. Auf einer abelschen Gruppe G ldpt sich dann und nur dann ein
einfacher Ring aufbauen, wenn sie eine der folgenden Strukturen besitzt:

(13) G =2 C(p) oder G=_2 &,

wo m eine beliebige (endliche oder unendliche) Kardinalzahl bezeichnet.

Um auch den iibrigbleibenden Teil der Behauptung zu beweisen, beachte
man, daf sich auf einer Gruppe G der Gestalt (13) sogar ein Korper kon-
struieren 1d6t. In der Tat besitzt die additive Gruppe einer algebraischen Erwei-

terung vom Grade n des Primkorpers P die Form >, @(p) bzw. > &, und

die einer transzendenten Erweiterung vom Transzendenzgrad m(;- No) die
Form Z(.(p) bzw. Zéll je mnachdem die Charakteristik von P die Prim-

zahl p oder Null 1st Q.e. d.

17) Es geniigt hier, das Vorhandensein eines Rechtseinselementes anzunehmen.
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§ 7. Die additive Gruppe von Artinschen Ringen.

Unter einem Artinschen Ring verstehen wir einen Ring, dessen Linkside-
ale der Minimalbedingung geniigen. Ist nun R ein Artinscher Ring, so gibt es
unter den Idealen nR ein minimales mR = A. Dieses geniigt pA=2A fiir
jede Primzahl p, somit ist A vollstindig und daher ein direkter Summand
von R: R=A+ B.*) Hier muB (wegen A+mB=mA+mB=mR=A) mB=0
gelten. Die Torsionsuntergruppe 7 von A gehort zum Annullator von R,
somit sind die Untergruppen von 7 Ideale von R. Infolge der vorausgesetz-
ten Minimalbedingung kann 7 nur endlich viele Untergruppen von Primzahl-
ordnung enthalten, somit ist A (als vollstindige Gruppe) die direkte Summe
von rationalen und endlich vielen quasizyklischen Gruppen. Ferner ist B (als
eine Gruppe mit Elementen von beschriankter Ordnung) die direkte Summe
von zyklischen Gruppen, deren Ordnungen Teiler von m sind:")

(14) R= §a+e rﬁ:ﬂ C(p®)+ ge(p’:') (p¥ | m).

Umgekehrt kbnnen wir auf jeder Gruppe, die in der Form (14) zerlegt wer-
den kann (m und n kdnnen beliebige Kardinalzahlen sein), einen Artinschen

Ring aufbauen, und zwar folgendermaBen. Auf dem Summand > & bauen

wir einen Korper, auf > @(pf°) einen Zeroring auf; im dritten Summand
2. C(p) fassen wir die zyklischen Gruppen von derselben Ordnung p*
zusammen und bauen dann auf jeder von den so entstandenen Gruppen
einen Ring mit endlich vielen Linksidealen (vgl. den nachstehenden Satz 6).
Daraus schlieBt man:

Satz 5. Auf einer abelschen Gruppe ldft sich dann und nur dann ein
Artinscher Ring aufbauen, falls sie die Form (14) besitzt.>)

Es sei bemerkt, daB aus dem Beweis tolgt, daf sich dasselbe Resultat
ergibt, wenn die Minimalbedingung nur fiir die zweiseitigén Ideale gefordert
wird.

Zur Vervollstindigung des Beweises von Satz 5 fehlt noch:

Satz 6. Ist G die direkte Summe von zyklischen Gruppen derselben Ord-
nung p*, G= 2 C(p*), so lapt sich auf ihr ein (ja sogar kommutaliver)

m
Ring mit endlich vielen Linksidealen aufbauen.

Diese Behauptung ist fiir endliches m trivial, wihrend der Beweis fiir
m = N, aus den folgenden Hilfssitzen folgt. (Mit R{x> werden wir den Ring

18) Es sei hier betont, daB direkte Summenzerlegungen jeweils im gruppentheore-
fischen Sinne zu verstehen sind.

19) Die direkte Summenzerlegung R=A + B gilt auch im ringtheoretischen Sinne
falls A torsionsfrei ist; in diesem Falle muB ndmlich A ein Ideal von R sein.

2) Der Teil ,nur dann“ dieses Satzes war schon T. SzeLe bekannt.
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aller formalen Potenzreihen
f)=a..x"+-Fax'+a+ax+--Fax"+...
iiber dem Ring R, d. h. mit a;€ R, bezeichnen.)

Hilfssatz 1. Es sei R ein Ring mit Einselement 1, der die folgenden
Eigenschaften besitzt: 1) er ist die direkte Summe von zyklischen Gruppen
derselben Ordnung p*; 2) R, pR,...,p* R erschopfen alle seine Linksideale.
— Dann hat auch S= R<{x) die beiden Eigenschaften 1), 2).

Aus der Form der Elemente von S folgt, dali S* die direkte Summe
der diskret und der vollstindig direkten Summe von je abzdhlbar vielen
Exemplaren der additiven Gruppe R* des Ringes R ist. Diese Tatsache be-
stitigt 1) fir S.

Um auch das Erfiilltsein von 2) zu beweisen, zeigen wir, daB jedes

Linkshauptideal L = (g(x)): ==0 mit einem von R, pR, ..., p*' R iibereinstimmt.
Wir zerlegen g(x) folgendermafien:
(15) )= P1Ga(X) + ...+ g O=s=k—1, g(x)=0),
wo kein nichtverschwindender Koeffizient von g:(x) durch p teilbar ist und
keine Potenz von x in zwei gi(x) vorkommt. Da diese Forderungen die Ein-
deutigkeit von (15) sichern, kénnen wir (15) die kanonische Zerlegung von g(x)
nennen. Aus (15) ergibt sich p*-*'g(x)=p*'g.(x)(€L). Es folgt aus direk-
ter Berechnung der Koeffizienten der formalen Potenzreihe h,(x), daf es ein
hy(x) mit A, (x)g.(x)=1 (mod pS) gibt,") d. h. Ay(x)g,(x) =1+ pf.(x) fiir ein
Ji(x)€S. Dann gehort wegen p*-'h,(x)g,(x)=p*-! das Linksideal p*'Szu L,
pPFScl. Ist s=k—2, so folgt aus p**2g(x)=p*'gwm(x)+
+p g (x)eL und aus dem Bewiesenen, dafl p*-*g.,(x)€L, und somit
PFrh(x)gs(x) =p 2+ p fi(x)EL, p*2€L, d.h. p*ScL. So fortschreitend
erhdlt man zum Schluf p*ScL, und da g(x)=p*(...+g:(x))€p'S, gelangt
man zu L= p*'S.

Hilfssatz 2. Fiir jede unendliche Kardinalzahl m gibt es einen Ring S
mit Einselement, dessen Machtigkeit nicht kleiner als m ist und der den
Bedingungen 1)—2) in Hilfssatz 1 geniigt.

Es sei R der Restklassenring der ganzen rationalen Zahlen modulo p* und
X. seien Unbestimmten, wo « eine Indexmenge der Maichtigkeit m durch-
lduft. Wir betrachten den Ring S=R<{..., X, . .» der formalen Potenzrei-
hen iiber R mit den Unbestimmten x, (die x, sind vertauschbar und jede
formale Potenzreihe enthdlt nur endlich viele x,). Es ist Kklar, dab die
Michtigkeit und die additive Struktur von S der Forderung geniigt, ferner
folgt — durch endlich vielmalige Anwendung von Hilfssatz 1 —, daf das
durch die formale Potenzreihe g(..., Xq, ...) = g2(Xa,, . .., Xa ) erzeugte Links~
ideal von der Form p*S ist, w.z.z. w.

1) Dies folgt iibrigens auch aus der bekannten Tatsache, daB ein Ring (hier S/pS)
aller formalen Potenzreihen iiber einem Korper (R/pR) selbst ein Korper ist.
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Hilfssatz 3. Fiir jede unendliche Kardinalzahl m gibt es einen Ring
R= > &(p"), der kein Linksideal auBer R,pR,..., p*R=0 besitzt.

Zu der gegebenen Kardinalzahl m nehmen wir einen Ring S, der in
Hilfssatz 2 definiert ist. Wir wahlen in S eine beliebige, das Einselement ent-
haltende Untermenge der Méchtigkeit m und betrachten den von ihr erzeug-
ten Unterring 7,. Wir konnen annehmen, daf die Elemente von S formale
Potenzreihen g(..., Xa, ...) = g(x) iiber dem Restklassenring des Ringes der gan-
zen Zahlen mod p* sind. Dann stellen wir jedes Element g(x) € T, in der kanoni-
schen Form (15) dar, bestimmen ein /,(x) mit A,(x)g:(x)=1 (mod p§) und danach
Js(x) durch A, (x)g:(x) =1+ pfi(x). Die Menge aller gi-1(x),...,2:(x), h«(x),
fs(x) erzeugt einen 7, umfassenden Ring 7,. Die Wiederholung dieses Ver-
fahrens mit den Elementen von 7, fiihrt zu einem noch gréBerenUnterring
7. von S usw. Nun sei R die Vereinigung der aufsteigenden Kette von
Unterringen T, T,c T, ... Offenbar ist R ein Ring der Michtigkeit m (jeder
Ring 7: hat die Méchtigkeit m). Aus der Konstruktion folgt, daf g(x)€ 7.,
falls p’g(x)€ 7., also ist R ein Servanzunterring von S, d. h. R besitzt die
erwiinschte additive Struktur. Endlich folgt die Behauptung iiber die Links-
ideale von R aus dem Beweis von Hilfssatz 1, sowie aus der Tatsache,
daB alle, dort auftretenden formalen Potenzreihen nach der Definition von R
zu R gehdren miissen.

Damit ist der Beweis von Satz 6 zu Ende gefiihrt.

§ 8. Die additive Gruppe von halbeinfachen und Neumannschen
Ringen.

Um auch die additive Struktur von halbeinfachen Ringen (d. h. Artin-
schen Ringen ohne Radikal) unabhidngig von dem Wedderburn—Artinschen
Struktursatz kennen zu lernen, vergleichen wir die Resultate des vorigen
Paragraphen mit der in § 10 zu beweisenden Tatsache, dal pa ein nilpo-
tentes Ideal in R erzeugt, wenn a € R die Ordnung p* besitzt. Also gibt es
in einem halbeinfachen Ring kein Element von nicht-quadratfreier endlicher
Ordnung.

Satz 7. Auf einer abelschen Gruppe G ldft sich genau dann ein halb-
einfacher Ring aufbauen, wenn sie die Form

(16) G=28+2C(P)+ ...+ 2E(p.)
besitzt, wo m, uy, ..., n. beliebige Kardinalzahlen sind.

DaB sich auf G tatsdchlich ein halbeinfacher Ring aufbauen l46t, folgt
unmittelbar aus Satz 4.
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Eine wichtige Verallgemeinerung des Begriffes von halbeinfachen Ringen
ist der des regulidren Ringes mit Einselement, eingefiihrt von J. NEUMANN [7];
wir werden einen solchen Ring als Neumannschen Ring bezeichnen. Da es zu
jedem Element a definitionsgemaB ein x mit axa=a gibt, schlieBt man aus
einer Teilbarkeitsrelation p*|a, daB auch p®*|axa=a. Mithin ist jedes Ele-
ment a eines Neumannschen Ringes R entweder durch p unteilbar oder durch
jede Potenz von p teilbar. Ferner enthdlt R keine Untergruppe vom Typ p®,
da die Vereinigung solcher Untergruppen ein Ideal von R ist, wo das Pro-
dukt von je zwei Elementen verschwindet, d. h. (ax)a stets O ausfillt. Aus
dem Gesagten ergibt sich, daf jede p-Komponente 7, der Torsionsuntergruppe
T von Rdie Form > @(p) besitzt. p-Komponenten von dieser Art sind stets direkte
Summanden (da sie Servanzuntergruppen sind), somit gilt fiir jedes p die direkte
Zerlegung B =T, + B,, wo Beine Gruppe mit R = A+ B ist (A ist die maxi-
male vollstindige Untergruppe von R). Hier miissen alle Elemente von B, durch
p teilbar sein, weil nach dem Obigen pb (b€ B,) nicht nur durch p, sondern
auch durch p* teilbar ist: pb = p*c, wo ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit c€ B, angenommen werden kann. Aus p(b—pc)=0 ergibt sich b==pc
(B, enthilt keine Elemente der Ordnung p). Nun ist im Durchschnittaller B,
(p durchlduft die Primzahlen) jedes Element durch jede p teilbar, d. h. NB,

p

eine vollstindige Gruppe und somit gleich Null.

Der Faktorring R/T ist offenbar ein torsionsfreier Neumannscher Ring.
Dieser muB vollstindig sein, da pa und somit auch @ durch jede hohe
Potenz von p teilbar ist.

Jetzt sind wir in der Lage zu beweisen, daB B einer interdirekten Summe®)
der 7, isomorph ist. Wir betrachten die Endomorphismen &, B = T,. Offenbar
gilt: &,6,==¢, oder O, je nachdem p=g oder p==gq ist. Gibt es eéin b€B
mit & b=0 fiir alle p, so gehort b zu jedem B,, woraus b =0 folgt. Damit
ist die folgende Behauptung bewiesen:

Satz 8. Jeder Neumannsche Ring R besitzt die folgende Struktur:
a7 R=2'8+2%2¢e(p)
m I'lp

wo der Stern anzeigt, dap eine solche interdirekte Summe zu nehmen ist, deren
Faktorgruppe nach der diskret direkten Summe vollstindig ist.

Die Umkehrung, d. h. die Frage, ob sich auf jeder Gruppe der Form
(17) tatsichlich ein Neumannscher Ring aufbauen 148t, ist noch offen geblieben.
Ich konnte nur zeigen, daB sich auf der vollstindig direkten Summe stets
ein Neumannscher Ring aufbauen 14Bt, und zwar folgendermaBen: auf den
Gruppen > & und > ©(p) bauen wir je einen Korper auf und dann nehmen

22) Eine interdirekte Summe ist als eine Zwischengruppe der diskret direkten und der
vollstindig direkten Summen definiert. Fiir die Definition s. T. Szete—]. Szenorer [15].
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wir ihre vollstandig direkte Summe. Der so entstandene Ringist ein Neumann-
scher, da ein zu a = Za.- gehoriges Element x mit axa=a durch x =Zx.-

gegeben werden kann, wo x; das Reziproke von a; im i-ten Korper > @ (p:)
bedeutet.

Es sei noch erwihnt, daB in (17) die interdirekte Summe nur im Falle
von endlich vielen p-Komponenten mit der diskret direkten Summe {iberein-
stimmen kann, da andernfalls der Ring kein Einselement besitzen kann.

§ 9. Die additive Gruppe von Ringen mit Maximal-
oder abgeschwichter Minimalbedingung.

Zunichst betrachten wir einen Ring R mit Maximalbedingung fiir Links-
ideale. Unter den Idealen R[n] gibt es ein maximales, z.B. R[m]. Dann
mufl der Torsionsunterring 7 von R durch m annulliert werden, m7=0.
Also ist T ein direkter Summand von R und hat die Gestalt: > @(pl") mit
piflm. (In der direkten Zerlegung R— S+ T ist T ein Ideal, aber S braucht
nicht einmal ein Unterring zu sein.)

Satz 9. Auf einer Torsionsgruppe G ldft sich dann und nur dann ein
Ring mit Maximalbedingung fiir (Links-) Ideale konstruieren, wenn

G==2¢(p’) mit pi|m

gilt. Fiir gemischte Gruppen ist eine notwendige Bedingung, daf ihre Torsions-
untergruppe ein direkter Summand von dieser Form sei.

Es fehlt noch der Beweis des Teiles ,dann“. Dies ist aber eine unmittel-
bare Folge von Satz 6 in § 7.

Ein Vergleich der Sitze 5 und 9 ergibt, daB sich auf einer Gruppe G dann
und nur dann ein Ring mit Maximal- und Minimalbedingung aufbauen ldft, wenn
G die Form 2 & + > @(pii) (pii|m) besitzt.

In der Idealtheorie kommutativer Ringe spielen die Ringe mit abge-
schwichter Minimalbedingung eine wichtige Rolle; dashalb betrachten wir
jetzt solche Ringe. Es sei nun R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring
mit abgeschwéchter Minimalbedingung fiir (Links-) Ideale, d.h. es gelte
modulo jedem von Null verschiedenen Ideal die Minimalbedingung fiir (Links-)
Ideale. Ist R kein torsionsfreier Ring, so besitz{ er z. B. Elemente der Ord-
nung p. Dann ist R[p] ein von Null verschiedenes Ideal und daher R/R[p]
ein Artinscher Ring, dessen additive Struktur nach § 7 vollig bekannt ist.
Wihit man m so, dab m(R/R[p]) vollstindig sei, dann ist fiir n=mp der
Ring nR vollstindig, und somit besitzt R die Gestalt (14). Dies zusammen
mit Satz 5 beweist den
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Satz 10. Damit man auf einer nicht-torsionsfreien Gruppe G einen Ring
mit abgeschwdchter Minimalbedingung fiir (Links-) Ideale aufbauen kénne, ist
es notwendig und hinreichend, dap G von der Form (14) sei.

Fiir den torsionsfreien Fall konnen wir ein notwendiges Kriterium fest-
stellen.

Satz 11. Auf einer torsionsfreien Gruppe G ldft sich nur in dem Falle
ein Ring mit abgeschwdchter Minimalbedingung fiir (Links-) Ideale aufbauen,
wenn alle ihre Elemente denselben Typ der. Form (k, k., ...) mit k=0 oder
ki = o besitzen.

Zum Beweis nehmen wir zuerst an, daf das grofite vollstindige Ideal
A von R von Null verschieden ist. Da R/A jetzt ein torsionsfreier Artinscher
Ring ist, ist wegen Satz 5 auch R/A vollstindig, d. h. R ist vollstindig und
alle seine Elemente besitzen den Typ (oo, o<, oc,...). — Gibt es in R kein
nichtverschwindendes vollstindiges Ideal, so betrachten wir die Durchschnitte
der Form ﬂk piR=B. Nun ist das Ideal B entweder Null, oder es gilt nach

ihm die Minimalbedingung fir Linksideale. Daraus schlieBt man unmittelbar,
daB in R kein Element vom Typ (ki, k;,...) mit unendlich vielen endlichen
k: >0 vorhanden ist. Es folgt ferner, daB keine Primzahl p mit endlichem
und unendlichem Exponenten unter den Typen verschiedener Elemente ver-
kommt, da andernfalls RO pR>Op*'R>... eine unendliche absteigende Kette
von Idealen mit RnpRnp*Rn...50 wire, was der abgeschwachten Mini-
malbedingung widerspricht. Deshalb erhdlt man, daB jeder Typ von dersel-
ben Form (k,, k;,...) mit k;=—0 oder k;= oo sein soll, w. z. b. w.

Ob man auf jeder torsionsfreien Gruppe mit einem einzigen Typ der
erwdhnten Form tatsdchlich einen Ring mit abgeschwichter Minimalbedingung
konstruieren kann, ist eine offene Frage. Es sei nur erwdhnt, dafl der Ring
derjenigen rationalen Zahlen, deren Nenner zu einer vorgeschriebenen Prim-
zahlmenge relativ prim ist, zeigt, daf zu jedem Typ (k, k., ...) mit k=0
oder k;= oo ftatsdchlich ein Ring mit abgeschwidchter Minimalbedingung
existiert.

Die Uberlegungen dieses und des vorigen Paragraphen zeigen die inte-
ressante Tatsache, dafi die Maximalbedingung fiir Torsionsringe eine tiefere
Wirkung auf die additive Struktur ausiibt, als die abgeschwichte Minimal-
bedingung, wihrend es bei torsionsfreien Ringen eben umgekehrt zu sein
scheint.
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§ 10. Die additive Gruppe von Ringen ohne nilpotente Linksideale.

Es sei R ein beliebiger Ring. Hat ein Element @ in R die Ordnung
pP*, so erzeugt pa in R ein nilpotentes Linksideal, da fiir beliebige x;€R
oder ganze rationale x;

(x,pa) (x,pa)...(xxpa)=(x,ax.a...ax;)(p*a)=0
ist. Also enthdlt ein R ohne nilpotente Linksideale kein Element von nicht-
quadratfreier endlicher Ordnung, d. h. der Torsionsunterring von R (falls R
ein Torsionsring ist, er selbst) besitzt die Gestalt: Z Z C(p). Dies liefert

eine vollstindige Ubersicht iiber die additive Struktur von Torsionsringen
ohne nilpotente Linksideale, da sich auf einer jeden Gruppe vom letzterwahn-
ten Typ eine direkte Summe von Korpern von Primzahlcharakteristik auf-
bauen laBt:

Satz 12. Auf einer Torsionsgruppe kann man einen Ring ohne nilpo-
tente Ideale genau dann aufbauen, wenn sie nur Elemente von quadratfreier
Ordnung enthdlt, d. h. eine sog. elementare abelsche Gruppe ist.

Eine Verallgemeinerung dieses. Satzes ist der folgende

Satz 13. Das Radikal N eines Torsionsringes R enthdlt den Durch-
schnitt aller pR, wenn p alle Primzahlen durchlduft. Auf jeder Torsionsgruppe
lapt sich ein Ring aufbauen, dessen Radikal genau mit (| pR zusammenfallt.

p

Aus dem vorher Gesagten folgt gleich, da pR, zum Radikal N von R
gehort, wo R, die p-Komponente des Torsionsringes R bedeutet. Die Ver-
einigung aller pR, stimmt aber genau mit (| pR iiberein. — Um die zweite

Hilfte der Behauptung einzusehen, nehmen wir eine Basisuntergruppe B, in
jedem R, und bezeichnen mit ai” (« € 1,) eine Basis von B,. Wir setzen:
a”ay” =0 bzw.=al”, je nachdem «==8 oder « =g ist. Dadurch ist nach
§ 4 ein Ring mit der additiven Gruppe R, erklirt. Wir sahen in § 4, daB
jedem Element x von R, eine (i. a. unendliche) Summe x— > n.a. zuge-

ordnet werden kann, die sich hinsichtlich Multiplikation ebenso :rerhalt wie Xx.
Es folgt, daB bei dieser Zuordnung im betrachteten Falle dem Element x* die
Summe Z' Naa, entspricht, und dies zeigt, dal x* nur in dem Falle ver-

schwmden kann, wenn alle Koeffizienten n, und somit x selbst durch p teil-
bar sind. *) Damit ist bewiesen, daf im betrachteten Beispiel das Radikal
kein Element auBer denen von () pR enthalten kann, q. e. d.

r

Bemerkenswert ist die interessante Tatsache, daB pR genau mit der
Frattinischen Untergruppe von R iibereinstimmt. )

) Vgl. Arbeit [2], wo gezeigt wird, daB in Ringen mit einseitigem Einselement das
Jacobsonsche Radikal der Frattinischen Untergruppe der als Operatorgruppe aufgefaliten
additiven Gruppe entspricht.
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§ 11. Die additive Gruppe von Ringen ohne Annullatoren.

Es sei R ein p-Ring. Jedes Element a von unendlicher Hbhe ist ein
Rechts- und Linksannullator des Ringes R (vgl. Haupthilfssatz, (xii)). Folglich
ist das Ideal, bestehend aus allen Elementen von R von unendlicher Hohe,
stets ein Annullator des Ringes. Also besitzt kein p-Ring ohne Annullatoren
Elemente von unendlicher Hohe. — Ist nun eine beliebige p-Gruppe G ohne
Elemente von unendlicher Hohe gegeben, so 146t sich nach dem Muster des
Beispiels des vorigen Paragraphen auf G ein Ring ohne Annullatoren kon-
struieren. Ist ndmlich die Multiplikation der Basiselemente a. einer Basis-
untergruppe B von G wie dort durch a.as=d.pa. (d.p = das Kroneckersche
Symbol) definiert, so 146t sich zu jedem von Null verschiedenen Element &
von G ein a, finden, so daB a,0=0. In der Tat, sei dem Element b die
formale Summe Z'n,aa zugeordnet; da &==0 von endlicher Hohe ist, gibt
es hier nichtverschwindende Glieder n.a..*) Dann kann a, als das gesuchte
Element gewdhlt werden.

Da das Gesagte ersichtlich nicht nur fiir p-Ringe, sondern auch fiir
Torsionsringe gilt, ergibt sich unmittelbar :

Satz 14. Auf einer Torsionsgruppe G ldpt sich genau dann ein Ring
ohne Annullatoren aufbauen, wenn G keine Elemente von unendlicher Hohe
besitzt.

Es folgt ferner, da G dann und nur dann eine Nilgruppe ist, wenn
ihre Basisuntergruppe O ist, d. h.

Satz 15 (SzeLe). Eine Torsionsgruppe ist genau dann eine Nilgruppe,
wenn sie vollstdndig ist.*)

§ 12. Ringe mit idempotenten Elementen und die mit Einselement,

Es sei f ein idempotentes Element eines Ringes R. Wegen f*= f folgt
aus n|f, daB auch n*|f gilt, also ist f durch keine oder jede Potenz der
Primzahl p (p beliebig) teilbar. Ist nun f von der endlichen Ordnung
n=pi'... p*, so 1Bt sich f in der Form f=f,+---+f. schreiben, wo
O(f)=p!" (i=1,...,k), fi=F: und J die Hohe O besitzt. Ist f von unend-
licher Ordnung, so folgt aus dem Gesagten, daB f die Charakteristik (k,, k., ...)
mit k=0 oder k;= oo hat.

Zunidchst sei e ein Linkseinselement im Ringe R. Dann schlieft man
aus ne=0, dab na=nea=0 fiir jedes a € R gilt. Dies beweist die (wohl-
bekannte) erste Hilfte des folgenden Satzes.

) Vgl. FuBinote 1o,
2) T. Szere [11].
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Satz 16. Ein Torsionsring mit Linkseinselement hat die Struktur > {a,}

mit O(a,)|n fiir festes n. Ist, umgekehrt, G eine Gruppe von dieser Gestalt,
so ldpt sich auf ihr ein Ring mit Einselement aufbauen.

Um die zweite Behauptung zu bestitigen, wihle man in G ein Element
¢ von maximaler Ordnung n. Die Gruppentheorie lehrt, daf eine direkte
Summenzerlegung G = {e} + H existiert. Nun bleibt blof ex=xe=x fiir
jedes x € G und yz=0 fiir alle y, 2z€ H zu setzen, um G zu einem Ring

mit Einselement zu machen. Q. e. d.
Auch in Nichttorsionsringen R kdnnen wir von einem Linkseinselement

e etwas feststellen Trivialerweise ist e von unendlicher Ordnung. Ferner folgt
aus nle, daB n|ea=a fiir jedes a € R, somit ist die Charakteristik von e die
kleinste unter allen Charakteristiken in R. Bemerkt sei, daf jede beliebige
Einheit g in R — wegen der Existenz eines g’ mit gg'=e — dieselbe
minimale Charakteristik wie e besitzt. Es folgt noch, daf im Falle ple, R
kein Element der Ordnung p enthilt.
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