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Uber das Produkt von zwei zyklischen 2-Gruppen.
Dem Andenken von Professor Dr. Tibor Szele gewidmet.

Von NOBORU ITO in Nagoya.

Genauere Untersuchungen iiber das Produkt von zwei endlichen zykli-
schen Gruppen stammen von WIELANDT [3] und sind in HUPPERT [1] fort-
gesetzt worden. Letzterer bewies insbesondere das folgende Resultat: Fiir
ungerade Primzahlen p enthilt ein Produkt von zwei zyklischen p-Gruppen
einen zyklischen Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe. In dieser Note
werden einige Sitze iiber di Struktur der Kommutatorgruppe eines Produk-
tes von zwei zyklischen 2-Gruppen bewiesen werden. Der Verfasser dankt
Herrn BERTRAM HUPPERT in Tiibingen fiir seine wertvollen Ratschlige.

Satz 1. Sei & das Produkt von zwei endlichen zyklischen Gruppen %
und B, also =AY, und sei dic Ordnung von U nicht kleiner als die von
B. Dann enthdlt N einen eigentlichen Normalteiler von ®.

BEwEeis. Wir nehmen an, daB A keinen eigentlichen Normalteiler von
® enthdlt und stellen G dar als Permutationsgruppe der rechtsseitigen Neben-
klassen von & nach 2. Wegen der Annahme iiber U ist diese Darstelung
treu. Nun setzen wir A={A} und B={B}. Wir betrachten die Permutation
 NB w .. 0 .
(91.4 ABA ABA ] und den in ihr enthaltenen Zyklus (AB, ABA, ABA? ...)
Da die Ordnung von A nicht kleiner als die von B ist, gibt es eine natiirliche

Zahl r derart, daB A" von E verschieden ist und BA"B™' zu %A gehort.
Da eine endliche zyklische Gruppe hochstens eine Untergruppe von gegebener
Ordung enthélt, erzeugt BA"B ™" die Untergruppe {A”} von 9. Daraus folgt,
daB der Normalisator dieser Untergruppe das Element B umfaft. Aber da er
auch das Element A umfaBt, muB er mit & (ibereinstimmen. Das wider-
spricht unserer Annahme iiber 2.

BEMERKUNG. Satz 1 ist eine Verschiarfung der Hauptsatzes III von
HUPPERT [1].

Von nun ab gebrauchen wir die folgende Bezeichnung: Sei ¥ = {X)
eine zyklische 2-Gruppe von der Ordnung 2°. Ist f eine positive ganze Zahl mit
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f=e, so bezeichnen wir mit X,= {X,} die einzige Untergruppe der Ordnung
2/ von X. Insbesondere ist X = X..

Satz 2. Sei & das Produkt von zwei zyklischen 2-Gruppen N und B
ohne Durchschnitt: & =B mit AnB=C. Seien 2" und 2" die Ordnun-
genvon A bzw. B. Dabei sei a = b. Fiir ¢ < b ist dann das Produkt A.3B, ein
Normalteiler von .

BEwEIs. Es geniigt zu beweisen: Unter der Annahme & > 1 ist A3, ein
Normalteiler von . Wir diirfen a > b annehmen. Denn fiir a =& sind nach
Satz 1 %A; und B, Normalteiler von &, woraus die Behauptung unmittelbar
folgt. Insbesondere sei also a > 2. Nach Satz 1 ist jedenfalls As ein Normal-
teiler von G.

Wir betrachten den Zentralisator K'(A:) von Az in &. Falls K(z) nicht
B; umfabt, ist K(Az) =A. Dann ist A ein Normalteiler von &. Daher ist

BIAB'=A" und BR:AB,'=A"

mit m*=1 mod 2" und n*=m mod 2°. Aus der zweiten Kongruenz folgt
m=1 mod 4 und wegen a >2 dann aus der ersten Kongruenz m= 1 mod
2°7', Damit haben wir AB,A"' =B, A, und %, B, ist ein Normalteiler von
. Weiterhin konnen wir daher K(2:)29: annehmen. Dann ist 2,38, eine
charakteristische Untergruppe von %3¥B;, und nach Induktionsannahme ist
A2B; ein Normalteiler von &. Daraus folgt leicht die Behauptung.

Satz 3. Sei & das Produkt von zwei zyklischen 2-Gruppen U und B
ohne Durchschniti: & =UAB, AnB = €. Die Ordnung von N sei nicht kleiner als
diejenige won B. Dann kann die Kommutatorgruppe D(®) von & nicht abelsch
vom Typ (21, 2%) sein, wenn d eine beliebige natiirliche Zahl ist.

BEweis. Wir fiihren eine Induktion nach der Ordnung von & und dem
Parameter d.

Zunichst diirfen wir annehmen, daB %; S D(®). Denn andernfalls be-
trachten wir die Faktorgruppe G/U; = A/A;-BA/A; mit A/ A nBA/A, = E
(A, ist nach Satz 1 invariant in ®&). Nach dem zweifen Isomorphiesatz ist
dann die Kommutatorgruppe D(G/%:)=D(G)A/A, von G/A; zu D(G)
isomorph. Nun liefert uns die Induktionsannahme die Behauptung.

Weiter konnen wir annehmen, daB die Ordnung von B groBer als 2
ist. Denn andernfalls wire A Normalteiler von & und dann D(®) wegen
D (G)S A zyklisch.

Nun betrachten wir den Fall d= i, setzen also voraus, daB D(®) abelsch
vom Typ (2,2) ist. Dann ist D(®) =, X {A"B"}, wobei A"B" ein geeigne-
tes, von A, verschiedenes Element der Ordnung 2 von & ist. Da D(®)/%; im
Zentrum von G/¥; enthalten ist, gilt 1 —=(A°B")’=A*B* mod %A;, woraus
B'—B, folgt. Ist nun AB,—BiA, so ist A in A; enthalten. Ist aber
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AB, == B\A, so folgt aus Satz 2, da die Ordnung von 3B gréfer als 2 ist,
AB,=B;A;A und dann A2?B,= B;A% Da a offenbar gerade ist, gilt nun
1=(A"B’)’ = A*B™, also A®= A,. In jedem Falle haben wir damit D (®)=
= A, B, erhalten.

Wir konnen nun annehmen, daB AB = A; B, BA. Daraus folgt AB?= B*A.
Da die Ordnung von B groBer als 2 ist, liegt dann D(®) im Zentrum von
®. Daraus folgt dann D(G) = {A]Bl} was ein Widerspruch gegen unsere
Annahme ist.

Nun sei d > 1. Es geniigt der Nachweis von D(®)2A;3,. Denn dann
folgt G/A;B; = AVB,/A By A B/AB; mit AB,/Ay Bin A, B/A; B, =E. Ferner
ist offenbar D(G/A;B,) = D(G)/A,B; vom Typ (271, 24-1), entgegen unserer
Induktionsannahme. Die Beziehung D (®) 2B, 146t sich aber wie im Falle
d=1 beweisen.

Satz 4. Sei & das Produkt von zwei zyklischen 2-Gruppen A und B
ohne Durchschnitt: & = AB, ANV = E. Die Ordnung von A sei nicht kleiner
als die von B. Ist das Zentrum Z(®) von & zyklisch, so auch die Kommuta-
torgruppe D(®) von G.

Beweis. Wir fiihren eine Induktion nach der Ordnung von &. Wir kdnnen
annehmen, daf die Ordnung von B grofer als zwei ist. Denn andernfalls ist
A Normalteiler von & und umfait D(®), und wir sind fertig. Nach Satz 2
ist dann 2A;B; Normalteiler von &. Wir betrachten die Faktorgruppe
G/A By =AB,A B, BA/AB; mit AB/ A Bin BA/A: B, =E. Ist das
Zentrum Z(®/A;B,) von G&/A; B, nicht zyklisch, so ist A; B> ein Normalteiler
von (. Daraus folgt die Invarianz von B, in &, entgegen unserer Annahme,
daB Z(®) zyklisch ist. Also muB Z(G/A;3B,) zyklisch sein. Nach unserer
Induktionsannahme ist dann auch D(G/A;B;)=D(G)A,B,/A: B, zyklisch.
Nach dem zweiten Isomorphiesatz ist D(®);8,/AB; zu D(G)/D(G)n A B,
isomorph. Da D(®)nA,;B; im Zentrum von D(G) enthalten ist, ist D(G)
abelsch. Unter Benutzung von HuPPERT [1] Satz 17 sehen wir nun, daf D(®)
den Typ (2%, 2) (mit geeignetem d) hat sofern D(®) nicht zyklisch ist. Nach
Satz 3 ist d> 1. Also hat A-'B-'AB = [A,B] die Ordnung 2. Da {[A,B]*}
ein Normalteiler von @ ist, haben wir [A, B]*"' = A,. Wie im Beweis von
Satz 3 erhalten wir D(®) =2 A, B,. Daher ist D(G)={[A, B]} x B.. Ist {[A, B]}
invariant in ¢, so ist D(®)= {[A,B]} und wird sind fertig. Sei daher{[A, B]}
nicht invariant in &.

Zunichst nehmen wir an, daB mit geeignetem a gilt A'[A, B] A= [A,B]"B..

Dann ist B'[A, B|B=[AB]’ mit geeignetem b; denn') andernfalls ware
B'[A, B|B=]|A, B]'B,. Da D(®) abelsch ist, folgt dann B'A™'[A, BJAB=

1) Der folgende SchluB geht auf eine briefliche Mitteilung von Herrn B. HupperT
vom 5. 3. 1953 zuriick.
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=A'B"'[A,B]BA und daraus B'A"'[A,BIAB=B"'[A B|'BiB=
=[A,B|"Bi" = A" B"'[A,B|BA= A""[A, BI'BiA=[A, B]"Bi"" A.. Aus dieser
Gleichung ergibt sich jedoch der Widerspruch A, =1.

Nun betrachten wir die Untergruppe M= {B°). Auch Z(M) ist
zyklisch. Nach unserer Induktionsannahme ist daher die Kommutatorgruppe
D(M) von M zyklisch, woraus D(M)={[A,B’]} folgt. Wegen [A, B’]—
= [A, B]|B'[A, B] B=[A, B]""" ist {[A, B]} in M invariant. Das steht jedoch
im Widerspruch zu der Gleichung A™'[A,B]A =|[A,BI’B,. Dieser Fall kann
also nicht eintreten.

Sei nun A™'[A,B]A =[A, B]". Dann ist notwendig B"'[A, B]| B=|A, B]’B..
Da in diesen Fall {[A, B]} offenbar in 2 invariant ist, ist D(M)={[A, B’]} in
{[A, B]} enthalten. Die Gleichung [A, B’] =[A, B]B™'[A, B]B=[A, B]""'B, lie-
fert nun einem Widerspruch, da B, nicht in {[A, B]} liegt. Damit ist der
Beweis beendet.

BEMERKUNG: Aus Satz 4 folgt leicht der folgende Satz: Jedes Produkt
von zwei zyklischen 2-Gruppen ist zweistufig metabelsch. Dies ergdnzt Haupt-
satz Ill aus HUPPERT [1] und zeigt, daB jedes Produkt von zwei zyklischen
Gruppen zweistufig metabelsch ist. Dieses Ergebnis ist ein sehr spezieller
Fall von ITO [2].
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