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Vollisotrope Kreisschiebzykliden des Flaggenraumes

Von G. S. KARANE (Budapest)

Herrn Professor Lajos Tamdssy zum 70. Geburtstag gewidmet

Abstract. A flag space is a three-dimensional affine space with an absolute
{w, f, F} where f is a line in the plane of infinity w and F a point of f (BRAUNER
[1]-[3]). A cyclide is a surface of order 4 that intersects w only at f. In this paper we
investigate all cyclides generated by translation of a circle in a full isotropic plane. We
give normal-forms and CAD (Computer Aided Design) pictures of these surfaces.

§1. Aus der Geometrie des Flaggenraumes 13(2) und die Zykliden

Die Geometrie des Flaggenraumes (zweifach isotropen Raumes) wurde
erstmals systematisch von H. BRAUNER (vgl. [1]-[3]) studiert und von
H. SACHS in zahlreichen Arbeiten weiterentwickelt. Wir bezeichnen i.f. mit
P5(R) den dreidimensionalen reellen projektiven Raum, und beschreiben
seine Punkte mittels projektiver Koordinaten (xo:x1:x2:x3) # (0:0:0:0).

In P3(R) wirkt die 15-parametrige Gruppe der Projektivititen

pPTo = Qoo + Q1%1 + Q22 + Qo3x3
(1.1) pPT1 = 1oTo + Q1171 + Q1222 + 1323
' pPT2 = Q0To + 2171 + Q22%2 + 2373
pT3 = 30To + Q31T1 + A32T2 + 333,
wobei p # 0 einen Proportionalitétsfaktor bezeichnet und Det(ay) # 0
gilt. Die Fernebene w von P3 beschreiben wir durch z¢g = 0 und bezeichnen
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mit Az := P3 — w den zugeordneten affinen Raum. Punkte in A3 werden
durch affine Koordinaten {x,y, z} festgelegt, wobei bekanntlich gilt

(1.2) ac:ﬂ, y:@, z:ﬁ, xo # 0.
T Zo Zo
Man gelangt zur Geometrie des zweifach isotropen Raumes (Flaggen-
raumes), indem man in w C Ps eine Absolutfigur {w, f, F'} auszeichnet,
die aus einer Geraden f C w und einem Punkt F' € f besteht. Die Gerade
f heit absolute Gerade, der Punkt F' heifit absoluter Punkt. Alle projek-

tiven Automorphien von {w, f, F'} bilden eine Gruppe, genannt zweifach
1sotrope Ahnlichkeitsgruppe.

Wird f durch zp=x1=0 beschrieben und F' durch F(0 : 0 : 0 : 1)
festgelegt, dann 1Bt sich nach [1], S.119 diese zweifach isotrope Ahnlich-
keistgruppe durch

X =c1 + cox
(1.3) Y = c3+cqw + CryY
Z=cCg+ Crx + cgy + C9z

erfassen. Sie hangt von 9 freien Parametern ab und wird deshalb mit Hy
bezeichnet. Wir bezeichnen — wie iiblich — die [xy]-Ebene als Grundrifs-
ebene. In dieser Ebene (z = 0) induziert (1.3) die Gruppe

{f:cl+02x

(1.4) _
Y = C3 + C4T + C5Y,

d.h. die allgemeine ebene isotrope Ahnlichkeitsgruppe Gs. Die dazugehorige
ebene isotrope Geometrie wurde ausfiihrlich in der Monagraphie [7] von
H. SAcHS betrachtet. Um Geometrie zu betreiben, ist die Gruppe (1.3)
noch zu allgemein. Sie enthélt jedoch als Untergruppe die sechsparametrige
Gruppe Bg?

r=c +x
(1.5) y=cat+czr+y
Z=2c4+Cs5+cCgy+ 2,

die man Gruppe der zweifach isotropen Bewegungen (vgl. [1], S.119) nennt.
Ein affiner Raum As, in dem die Gruppe Bg® als Fundamentalgruppe
wirkt, heifit ein Flaggenraum I3 (zweifach isotroper Raum). Die zugeho-
rige Geometrie heifit zweifach isotrope Geometrie (Geometrie des Flaggen-
raumes). Die Absolutfigur {w, f, F'} ist das Analogon zum absoluten Ke-
gelschnitt

(16) ip: x9=0, JI12+ZB22—|—ZII32 =0
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der euklidischen Geometrie.

Hinsichtlich der Punkte, Geraden und Ebenen sind die folgenden Be-
griffsbildungen von zentraler Bedeutung: Eine Ebene ¢ des I5(? heifit
nichtisotrop, wenn sie F' nicht enthalt. Eine Ebene ¢ heif3t isotrop, wenn
F € ¢ gilt, aber f ¢ €. Eine Ebene ¢ heifit vollisotrop, wenn f C e gilt.

Nimmt man zu den drei Typen von Ebenen des I3®) noch die fer-
nebene hinzu, so hat man demnach in I3 4 Arten von Kreisen zu un-
terscheiden: Ein nichtisotroper Kreis k ist ein Kegelschnitt in einer nichti-
sotropen Ebene €, der die absolute Gerade f beriihrt. Ein isotroper Kreis
ist ein Kegelschnitt in einer isotropen Ebene €, der die absolute Gerade f
beriihrt. Ein vollisotroper Kreis k ist ein Kegelschitt in einer vollisotropen
Ebene ¢, der dir absolute Gerade f im absoluten Punkt F' beriihrt. Ein
Fernkreis k ist ein Kegelschnitt in w, der die absolute Gerade f in F
beriihrt.

Unter einer Zyklide des dreidimensionalen euklidischen Raumes Ej
versteht man eine algebraische Flache 4. Ordnung, welche den absoluten
Kegelschnitt ip als Doppelkurve enthalt. Diese Definition 148t sich nach
H. SacHs (vgl. [6]) unschwer auf den Flaggenraum I3(?) iibertragen: Unter
einer verallgemeinerten Zyklide des Flaggenraumes Is(?) versteht man eine
irreduzible algebraische Fliche 4. Ordnung ®®, welche die Fernebene
w nur nach der absoluten Geraden f schneidet. Unter einer gewohnlichen
Zyklide des I3 versteht man eine Zyklide mit der Eigenschaft, da8 fiir alle
vollisotropen ebenen Schnitte die Gerade f eine Doppelgrade der Flache
ist.

Fiir die folgenden Uberlegunden ist der in [6] eingefithrte Begriff der
Hauptachsenfliche wichtig: Ist ®* eine verallgemeinerte Zyklide, so schnei-
det jede vollisotrope Ebene ¢ die Fliche ®®) nebst f nach einer Kurve 3.
Ordnung k). Bestimmt man beziiglich k() den Polarkegelschnitt &(?)
des Punktes F, so bilden alle diese Kegelschnitte k(2 — wenn ¢ das Ebe-
nenbiischel um f durchlauft — eine Flache ¥* genannt Hauptachsenflache
der Zyklide. Ist ®® eine gewohnliche Zyklide, dann schneidet jede vol-
lisotrope Ebene ¢ die Fliche ®® nach der Doppelgeraden f und einem
Kegelschnitt ¢(?). Bestimmt man beziiglich ¢?) die Polare p des Punk-
tes F', so bilden alle diese Polaren p — wenn ¢ das Ebenenbiischel um f
durchlauft — eine Flache ¥X*, genannt Hauptachsenflache der Zyklide. >*
ist stets eine Fliache 2. Ordnung und isotrop invariant mit ®®) verkniipft.
Sie kann zur Klassifikation der Zyklyden ®®*) herangezogen werden. Wie
V1. SEUrI¢ und H. SACHS in [11] gezeigt haben, existieren im projektive
erweiterten Flaggenraum genau 70 Flachen 2. Ordnung und demnach gibt
es in I3 genau 70 Haupttypen von Zykliden.
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§2. Bestimmung aller vollisotropen Kreisschiebzykliden

In diesem Abschnitt bestimmen wir alle irreduziblen Zykliden 4. Ord-
nung des I5(?), die sich durch Schiebung eines vollisotropen Kreises erzeu-
gen lassen; wir bezeichnen diese Zykliden als Schiebzykliden vom Typ A.

Ein in der vollisotropen Ebene z = t gelegener Kreis k 1483t sich in der
Gestalt

(2.1) {r=t z=Ry’+alt)y+4(t)}
ansetzen. Er schneidet die [zz]-Ebene y = 0 in einem Punkt

(2.2) P(t,O, ﬂ(t))

d
Die Tangente in P hat die Steigung d_; = 2Ry + a(t) | Py=o) = a(t).

Der Koeffizient a(t) ist somit der isotrope Neigungswinkel der Tangente in
P an k gegen die [zy]-Ebene.

Wir zeigen zunéchst, da8 die gesuchten Losungsflichen ) gewdhn-
liche Zykliden 4. Ordnung sein miissen. Angenommen ®*) wire eine
verallgemeinerte Zyklide, dann wére f eine einfache Gerade fiir jede vol-
lisotrope Schnittebene ¢ und ¢ wiirde ®* nebst (2.1) nocht nach einer
Geraden g schneiden. Es gilt sicher g # f, denn andernfalls ware f eine
Doppelgerade beziiglich den vollisotropen ebenen Schnitte und ®®*) somit
eine gewonliche Zyklide. Da dies fiir die Schar der parallelen vollisotropen
Ebenen gilt, wiirde ®® dann in eine Regelfliche und eine Restfliche zer-
fallen, was wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitdt der Losungsflachen
ausgeschlossen ist. Wir konnen somit die in Frage kommenden Zykliden
in der Gestalt

F = aq00z* + azo0r® + a2107%y + a10222° + azg 2’2+
(2.3) + a1207y* + a1117Y2 + a2002> + ag20y> + ago2z” + ar10Ty+
+ ap11yz + a1012z + a100T + ap10y + apo1z + agoo = 0
ansetzen. Jeder Schnitt mit einer vollisotropen Ebene = = x( liefert ja

dann eine Kurve 2. Ordnung, so dafl f eine Doppelgerade fiir diese ebenen
Schnitte ist. Soll eine Kreisschiebzyklide vom Typ A vorliegen, so mufl
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sich beim Einsetzen von (2.1) in (2.3) fiir jedes x = t eine Identitét in y
einstellen. Man gewinnt explizit die Bedingung

as007” + asoox” + az100°y + ar02z[ Ry 4 oy + 87+
+2Ray’ + 2RBY° + 2a8y] + asi0z®[Ry® + ay + G+

+ ar20wy” + a1n12y[Ry® + oy + B] + as00z” + ag20y’+
+ago2[R?y" + a®y® + B2 + 2Ray’ + 2RBY” + 2a8y]+

+ arowy + aon1y[Ry* + ay + B + ar012[Ry* + ay + B+
+ a100Z + ao10y + aoo1 [Ry” + ay + B] + aooo = 0.

(2.4)

Schreibt man (2.4) als Polynom 4. Grades in y, so miissen die einzelnen
Koeffizienten dieses Polynoms verschwinden. Der Koeffizient bei y* lautet

(2.5) R?a102x + R?app2 = 0,

und das Verschwinden von (2.5) fiir jedes =t liefert

(2.6) aioe =0, agoe = 0.

Wird dies beriicksichtigt, so entsteht als Koeffizient bei 73
(2.7) Rai112 + Ragi; =0

und man erhalt daraus wie oben

(2.8) a111 =0, ag1 =0.

Als Koeffizient bei y? stellt sich ein

(2.9) Rasg1 22 + a1207 + agzo + Rajo1x + Rager = 0,
woraus die 3 Bedingungen

(2.10 a—) az01 = 0, a120 + Raio1 =0, Ragor + ap20 =0
flieBen. Schlieflich gewinnt man als Koeffizient bei y

(2.11) ag107> + a110® + a1010x + ag1o + agprex = 0
und hieraus die Bedingungen

a0 =0, aipa+ajpra =0,
(2.12 a—)
ap10 + agorx = 0.

Das Absolutglied in (2.4) lautet

(2.13) a0z + azeor® + a2002* + a10176 + a100T + aoo1 3 + agoo = 0.
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Gilt in den Gleichungen (2.12 b,c) daB (a101, @go1) # (0,0) gilt, dann
kann man daraus folgern, dafl a eine Konstante ist, da ja ai19 und ajo1
bzw. ag10 und agp; Konstanten sind. Da «(t) damit nicht von der Lage der

z
vollisotropen Tragerebene von k abhéngt, kann man wegen T « durch

eine isotrope Bewegung (1.5) erreichen, dafl & = 0 wird. Die Tangenten
an k in den Punkten P sind dann parallel zur neuen [zy]-Ebene. Damit
ergibt sich aus (2.12 b,c) noch

(214) ailg = 0, aplo = 0.

Werden die Bedingungen (2.6), (2.8), (2.10 a—c), (2.12a) und (2.14) in die
Fléachengleichung (2.3) eingesetzt, so erhélt man

(215) F = a400$4 —|— a300$3 —|— CL200:E2 + anoo —|— (alolac + a001)(z — Ry2> = 0

Beriicksichtigt man in (2.1) die Bedingung a=0, so liefert z=Ry?+/3, d.h.
B =z — Ry? in (2.13) eingesetzt gerade (2.15), d.h. die noch ausstehende
Nebenbedingung wird durch (2.15) erfiillt. Die Fléchen (2.15) sind somit
Losungsflachen des Problems.

Der bisher ausgeschlossene Sonderfall a191 = 0, aggr = 0 mufl noch
betrachtet werden. Werden die Nebenbedingungen (2.6), (2.8), (2.10 a),
(2.12 a) und a191 = ago1 = 0 in (2.3) eingesetzt, so entsteht der Zylinder
4. Ordnung

(2.16) F = as00T* + azoor® + az00z* + a100T + aopo + a12090y2+

+ ag20y” + a1107y + ap10y = 0.

Die Schnitte von (2.16) mit vollisotropen Ebenen x = konst. beste-
hen aber iiber C aus 4 z-parallel Erzeugenden, d.h. keinen vollisotropen

Kreisen. Somit liefert (2.16) keine Kreisschiebzykliden. Damit haben wir

d
den &% = o durch eine isotrope Bewegung (1.5) erreichen, dal o = 0

Y
wird. Die Tangenten an k in den Punkten P sind dann parallel zur neuen

[zy]-Ebene. Damit ergibt sich aus (2.3) noch
(2.17) F = agoox” + asoox” + az002” + agoo + (a101 + ago1) (z — Ry*) = 0.

Beriicksichtigt man in (2.1) die Bedingung o = 0, so liefert § = z — Ry?
d.h. die noch ausstehende Nebenbedingung wird durch (2.17) erfiillt. Die
Flachen (2.17) sind somit Losungsflichen des Problems. Damit haben wir
den
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Satz 2.1. Die einzigen Kreisschiebzykliden des Flaggenraumes I3,
die sich durch Schiebung eines vollisotropen Kreises erzeugen lassen sind
die Flichen (2.17)

Eine Schiebfliche entsteht nach [13], S. 55 durch Verschiebung einer
Raumkurve k ...y = y(u) langs einer Leitkurve ¢...Z = Z(t), wobei sich
k und ¢ in der Ausgangslage schneiden miissen. Eine Schiebflache besitzt
daher eine Parameterdarstellung der Gestalt

(2.18) Z(u,t) = y(u) + 2(t).
Eine ausfithrliche Behandlung der Schiebflachen findet man in [12]. Setz

man im vorliegenden Fall z = ¢, y = u, so folgt aus (2.17)

pa(t)

(2.19) p=Ru?-— —2
a101t + apo1

wobei abkiirzend py(t) := a400t? + aszoot® + as00t? + aioot + agoo gesetzt
wurde. Die Division in (2.19) ist zuldssig, denn fiir a19;7 = agpr = 0
vereinfacht sich (2.15) zu

(220) F = a400x4 + CL300£I?3 + CL200£IZ2 + @100 + agoo = 0.

und diese Gleichung stellt iiber C 4 vollisotrope Ebenen dar — ein Fall
der weiter nicht interessiert. Insgesamt gewinnt man daher mit (2.19) die
Flachendarstellung

0 t
= 0
2.21 =
(2.21) T(u,t) leﬂ + pa(t) ;

a101t + apo1

womit die Losungsflachen (2.15) als Schiebflichen nachgewiesen sind. Eine
zu den vollisotropen Schiebkreisen k konjugierte Leitkurve ist die Kurve

(2.22) {g; =t 2= —p”‘—(t)} , d.h.

a101t + apo1
(2.23) pa(x) + z(a1012 + ago1) = 0.

Dies ist die Schnittkurve von ®® mit der Ebene y = 0. Da k eine
ebene Kurve ist, gehoren die Kreisschiebzykliden in die spezielle Klasse der
Rickungsflachen, die im Bauwesen eine bedeutende Rolle spielen. Wie in
[6] gezeigt erhilt man die Gleichung der Hauptachsenflache 3*, in dem man

OF
die Zyklidengleichung partiell nach z differenziert. Aus (2.15) folgt o
z
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a101T + agpr = 0. Somit ist fiir a191 = 0, agor # 0 die Hauptachsenfliche
>* die Fernebene, wahrend sich fiir a19;1 # 0 eine wvollisotrope Ebene als
Hauptachsenflache ergibt. Im ersten Fall bezeichnen wir die Schiebzyklide
als vom Typ A I, im zweiten Fall als vom Typ A II. Im ersten Fall kann
man nach Division der Flachengleichung mit agp; # 0 und nach einer
ersichtlichen Umbezeichnung die Darstellung

(2.24) z = Ry? 4 byz* 4 b3z + baz? + byz + by

erreichen. Im zweiten Fall kann man durch eine Schiebung in x-Richtung
aopo1 = 0 erreichen, und nach einer Umbezeichung der Koeffizienten erhalt
man die Flachengleichung

d
(2.25) 2= Ry + bsa® 4 baa® + i+ bo +

Wir vermerken den

Satz 2.2. Die Kreisschiebzykliden (2.15) vom Typ A zerfallen in die
Unterklassen A 1 und A 1I. Im ersten Fall ist die Fernebene die Haup-
tachsenfliche und der Flichentyp la8t sich durch (2.24) beschreiben. Im
zweiten Fall ist die Hauptachsenflache eine vollisotrope Ebene; dieser Fla-
chentyp lafit sich durch (2.25) beschreiben. Beide Fléachentypen sind Schieb-
flichen im Sinne der Differentialgeometrie, wobei die Schnittkurve mit der
Ebene y = 0 eine Leitkurve der Schiebflache ist.

§3. Die Kreisschiebzykliden vom Typ A I

Gilt in (2.24) by = 0, dann liegt eine Kreisschiebzyklide 3. Ordnung
vor. Wir setzen i.f. stets by # 0 voraus. Die Leitkurve der Schiebflache ist
dann die biquadratische Parabel

(3.1) z = b4l‘4 + bg(l)g + bQCEQ + b1 + by

in der isotropen Ebene y = 0. Nach [14], S. 171 1a8t sich (3.1) auf die
Normalform

(3.2) z = Az* + Ba*

transformieren, wobei auch A = 0 gelten kann. Im letzten Fall liegt eine
reine Parabel 4. Ordnung vor und der Punkt S(0, 0) ist ein Flachpunkt. Die
Konstante B in der Gleichung z = Bx? ist eine geometrische Grife, wie in
[8], S. 381 gezeigt wurde und 148t sich somit durch keine Transformation
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der Gruppe Bg(® beseitigen. Aus (2.24) und (3.2) folgt somit, daf8 sich
die Kreisschiebzykliden vom Typ A I auf die Normalform

(3.3) y = Ry? + Az® 4+ Ba*

transformieren lassen. Die Fldche (3.3) fir A = 0 bezeichnen wir als
Schiebzyklide vom Typ A I 1, wiahrend wir die Fléche (3.3) fiir A # 0 als
Schiebzyklide vom Typ A I 2 bezeichnen. Wir fassen dies zusammen im

Satz 3.1. Die Kreisschiebzykliden vom Typ A 1 umfassen 2 Arten.
Die Art A 1 1 besitzt die Gleichung z = Ry? + Bz* und ensteht durch
Schiebung des vollisotropen Kreises z = Ry? lings einer reinen Parabel
z = Bx*. Die Art A 1 2 besitzt die Gleichung (3.3) und entsteht durch
Schiebung des vollisotropen Kreises z = Ry? lings der biquadratischen
Parabel z = Ax* + Bx*. Die in (3.3) verbleibenden Konstanten R, A und
B besitzen geometrische Bedeutung.

Die Abbildung 1 zeigt eine axonometrische Darstellung einer Zyklide
vom Typ A T1.

Abbildung 1
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Abbildung 2

Die Abbildung 2 zeigt eine axonometrische Darstellung einer Zyklide
vom Typ AT 2.

84. Die Kreisschiebzykliden vom Typ A II

Gilt in (2.25) dg = 0, so liegt die schon unter a) erwéhnte Schiebzyk-
lide 3. Ordnung vor. Sei also i.f. stets dy # 0. Die Leitkurve ¢ in der
Ebene y = 0 besitzt dann die Darstellung

(4.1) zx = agx? + azz® + axx® + a1z + ao,

wobei eine ersichtliche Umbezeichung der Koeffizienten in der Darstellung
(2.25) vorgenommen wurde. Die Kurve (4.1) ist eine wvollstindig zirkuldre
Kurve 4. Ordnung der isotropen [xz] — Wir bezeichnen eine Kurve der
Gestalt (4.1) als Pseudo-Tridens 4. Ordnung. Wenden wir zunéchst auf
(4.1) die ebene isotrope Bewegung

(42) {l‘:i', z:2+a2:i:+a1}

an, dann entsteht 2z + a22? + a1 % = asZ* + a3%> + a22? + a1 T + ag, d.h.

(4.3) TZ = a4 a3z + ay.
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Abbildung 3
Nach Riickkehr zur alten Bezeichnung hat man damit
(4.4) 2 = asx® + azx® + a0
x

Die Kurve y = a42 + azx? schneidet (4.4) nicht im Endlichen. Es handelt
sich um eine kubische Parabel, d.h. ebenfalls um eine vollstandig zirkulére
Kurve (vgl. [12], S. 39) und somit ist sie nach [13] eine asymptotische
Kurve. Um diese kubische Parabel und damit (4.4) auf Normalform zu
transformieren, wenden wir auf (4.4) die ebene isotrope Bewegung {z =

G s 05 2997 4 und erhalten wir als Normalf
T———,2=2——=I an und erhalten wir als Normalform von
3@47 30:4 27@42
(4.1), nach Riickkehr zur alten Bezeichnung
B
(4.5) z=Ax*+ ——  A#0, B#0.
x—C

Bei der Kurve (4.5) sind zwei Falle zu unterscheiden. Gilt C' = 0, dann
enthélt die isotrope Gerade ¢ den Wendepunkt W der kubischen Parabel
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Abbildung 4

k®) und die erzeugte Kurve (4.5) ist zentralsymmetrisch zum Wendepunkt
W von k). Gilt C' # 0, dann liegt W nicht auf ¢ und die Kurve (3.33)
ist zu W nicht zentralsymmetrisch. Aus (2.25) und (4.5) folgt nunmehr
als Normalform der Kreisschiebzykliden vom Typ A 11

B
(4.6) z:RyQ—I—AxS—I——C, A#0, B#N0.
x R
Eine Zyklide (4.6) mit C' = 0 bezeichnen wir als vom Typ A II 1, wihrend
wir Fliachen mit C' # 0 als vom Typ A II 2 klassifizieren. Wir fassen dies
zusammen im

Satz 4.1. Die Kreisschiebzykliden vom Typ A 11 umfassen 2 Arten.
Die Art A 11 1 besitzt die Gleichung z = Ry + Ax® + B/z und entsteht
durch Schiebung des vollisotropen Kreises z = Ry? lings des Pseudo-
Tridens 4. Ordnung z = Az3 + B/xz. Die Art A 11 2 besitzt die Gleichung
(4.6) und entsteht durch Schiebung des vollisotropen Kreises z = Ry?

lings der vollstindig zirkuliren Kurve 4. Ordnung z = Az3 +

x—C"
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Die Abbildung 3 zeigt eine axonometrische Darstellung einer Schieb-
zyklide vom Typ A II 1, wahrend die Abbildung 4 eine Zyklide vom Typ
A TI 2 darstellt.
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