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Die Cauchysche Funktionalgleichung iiber diskrete Mengen

Von Z. DAROCZY und K. GYORY (Debrecen)

Einleitung

In der Zahlentheorie und in verschiedenen Charakterisierungen der informations-
theoretischen Entropie spielt der folgende Satz von P. ERDGs ([3]) eine wichtige
Rolle: Gilt die Funktionalgleichung

(n Sm)=f(n)+f(m)  (n,m)=1

fir die zahlentheoretische Funktion f(n) (n=1,2,...) und ist a) f(n) monoton
oder b) lim [f(n+1)—f(n)]=0, so ist f(n)=c log n, wobei ¢ ein konstanter

=+ oo

Wert ist (s. D. K. FADDEJEW [4], A. RENYI [3]).
Auf Grund des obigen Satzes haben J. AczfL und einer der Verfasser in [2] be-
wiesen, daBB die Funktionalgleichung

(2) SO =fx)+f(n)  (x€[l, =); n=1,2,...)

die Losung f(x) = ¢ log x hat, wenn die Funktion f(x) a) monoton oder b) stetig ist.

In der vorliegenden Arbeit haben wir uns die Untersuchung einer Verallgemei-
nerung der Funktionalgleichung (2) als Ziel gesteckt. Die Verallgemeinerung besteht
darin, daB3 wir die Giiltigkeit der Funktionalgleichung

) SOw)=f(x)+fw)  (x€[l, =); ueU)

fiir eine beliebige nichtleere Menge Uc[l, =) voraussetzen, uns also nicht nur
auf den Fall U={l,2,...} beschrinken, und die allgemeinsten a) monotonen
bzw. b) stetigen Losungen dieser Funktionalgleichung angeben wollen.

Setzen wir in (3) x=expt,u=expa (ucU) und @(r)=f(expt) (1€[0, =),
A={loguluc U}[0, =)), so erhalten wir die Gleichung

4 pt+a)=0)+¢@ (1[0, =), ac AC[0, =)),

wobei ¢ eine a) monotone bzw. b) stetige Funktion ist, falls / diese Eigenschaften
besitzt. Die Funktionalgleichung (4) ist eine Verallgemeinerung der wohlbekannten
Gleichung von Cauchy in dem Sinne, daB eine der Verinderlichen nur diskrete
vorgegebene Werte annehmen kann. (S. J. AcziL [1)).

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der algebraischen Problemstellung.
Es seien G und H additiv geschricbene abelsche Gruppen. Ferner sei G’ G eine
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Unterhalbgruppe und 4 < G’ eine nichtleere Menge. Wir betrachten eine eindeutige
Abbildung ¢: G’ —~ H, fir welche die Gleichung

&) e +a)=0(E)+oe(a)

fiir alle g’ G” und a€ A erfillt ist. Man bestimme die maximale Teilmenge A" der
Menge G’ fiir welche die oben definierte Abbildung ¢ fiir alle g'€¢G" und a'c A’
additionsinvariant bleibt, d. h.

og +d)=0(g)+ed@)

gilt. § 1 enthilt die Losung dieses Problems. In §2 wird die allgemeine Form der
Abbildung ¢ angegeben, falls die Unterhalbgruppe G” die folgenden Eigenschaften
besitzt: das neutrale Element O ist in G’ enthalten, und fiir jedes Element g€ G gilt:
g oder ( —g) gehort zu G”. Auf Grund unserer algebraischen Ergebnisse beschiftigen
wir uns in § 3 mit den monotonen bzw. stetigen Lésungen der Funktionalgleichung (4).

§ 1. Algebraische Untersuchungen
Satz 1. Es seien G und H additiv geschriebene abelsche Gruppen, ferner sei

G’ < G eine Unterhalbgruppe und A G’ eine nichtleere Menge. Ist ¢: G'—~H eine
eindeutige Abbildung, die die Gleichung

(6) (g +a)=0(g)+0(a)
bei beliebigem g’ € G" und a€ A erfiillt, so gilt fiir die Abbildung ¢
(7) e +ad)=0()+e(a)

auch dann, wenn g’ € G" ist und a’ ein beliebiges Element aus A" = {A}(\ G’ ist, wobei
{A} die durch die Menge A erzeugte Untergruppe von G bezeichnet.

Bewels. Es bezeichne n eine natiirliche Zahl, und es sei ac A< G’. Aus (6)
folgt die Gleichung
@(na) =ne(a).
Daraus ergibt sich

(8) (g +na)=og’+(n—1al+e(a)=...=o(g) +ne(a) = ¢(g’) + ¢(na)

fiir beliebiges g€ G". Wir nehmen jetzt an, daBB mit g’€ G" auch (g'—na)€ G’ ist.
Dann erhalten wir aus (8)

& ¢ (&) =¢(g —na+na)=¢(g" —na)+ ¢ (na),
9 ¢ (g —na)=¢(g")— @ (na).

Es sei jetzt a’€ {4} beliebig. Dann existiert die Darstellung
J

k
a=2nma—- J ma,

i=1 I=j+1
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wobei a,€ A und n; natiirliche Zahlen (i=1, 2, ..., k) sind. Gehort @’ auch zu G’,
d. h. gilt a’€ A"={A4}N G, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (9) und (8)

I k
pg+a)=¢ [‘f;’+',_>_7l ma;— 2 n;a:] =

I=j+1

£ k=1
= [g’+i_2l na;— n a;] —@pma) =...=

I=j+1

-
- tp(g’)Jri:fl @ (n a;)—’z_Z;ltp(n: a) =

J k
=o@E@)+e 2,: ":“f]“P 2’"101] = @(g")+

=j4+
L : r ”
+¢ _Zln:a:—' zln;a; = 0(g)+o(a),

womit der Satz bewiesen ist.
Korollar. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gilt fiir beliebiges a'c A’
die Gleichheit
k
(10) p(a@) = ;-21 n; ¢ (a)),
falls a’ die Darstellung
k
a= Zma (a€A, n; ganz)
besitzt.

Satz 2. Die in dem Satz | angegebene Menge A’ ist maximal in dem Sinne, daf
solche G, H, G’, A und ¢ angegeben werden kinnen, fiir welche die Bedingungen
des Satzes 1 erfiillt sind und zugleich

p(g+8")#o(g)+e(g")
gilt, sobald g',g"€G" und g’,g"4¢ A" sind.
Beweis. Es mogen G und H die Gruppe der ganzen Zahlen bezeichnen, ferner
sei G’ G die Unterhalbgruppe der natiirlichen Zahlen. Ist 4 = {ala=2}, so ist
{A} die von a=2 erzeugte zyklische Gruppe und A" ={4}NG" ={2klk=1,2,...}

die Unterhalbgruppe der geraden Zahlen. Wir betrachten die Abbildung ¢: G" —~ H,
die durch die folgende Form

o) = {n-ﬂ 1, falls » ungerade

definiert ist. Es ist leicht zu zeigen, daB @(n+2) =@ (n)+ @(2) fir beliebiges n€ G’
gilt, d. h. (6) fiir ¢ erfillt ist. Nun sei n, m€ G" und n, m¢ A’, dann sind » und m
ungerade Zahlen, also

en+m)y=n+m=n—1+m—1=p(n)+e(m).

n, falls n gerade .
(neG)

Damit ist der Satz bewiesen.
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§ 2. Allgemeine Losungen

Es sei G eine additive abelsche Gruppe, und es sei G" < G eine Unterhalbgruppe,
fiir die 0€ G’ gilt und die g oder (—g) fiir jedes g€ G enthilt. Ferner sei A — G’ eine
nichtleere Menge. Wir erkliren jetzt folgende Klassen-einteilung &(G’) von G’:
Wir nennen zwei Elemente g’ und g” der Halbgruppe G’ dquivalent (in Zeichen
g ~g"), wenn (g'—g”) oder (g"—g')eA'={A}NG" ist, wobei {A} die von der
Menge A erzeugte Untergruppe von G ist. Es ist leicht einzusehen, daB diese Aqui-
valenz symmetrisch, reflexiv, transitiv ist und 4" eine Klasse von &(G’) ist.

Wir betrachten jetzt eine eindeutige Abbildung ¢:G"—H, die ¢(g’'+a)=
=@(g")+ o(a) erfiillt, wobei g"€ G" und a€ A4 beliebig sind. Es gilt der

Satz 3. Es sei E ein Reprdsentantensystem von e(G’), in dem kein Element
aus der Klasse A" vorkommt. Dann hat die Abbildung ¢: G’ ~ H die Gestalt

Y(e)c H beliebig, falls g =ecE
(11) Co(g') =y x(@)EH, falls g =a' €A
Yy +y(@), falls g’ =e+a (ecE,a'cA),

wobei y: A"~ H eine beliebige homomorphe Abbildung von A" in H ist.
Beweis. Nach Satz 1 gilt

(12) o(g'+a)=0(g)+e@) (g'€G,a’cA),
woraus
(13) e(@ +a")=¢(a)+¢(a")

fiir beliebige a’, a"€ A" folgt. Also ist ¢ eine homomorphe Abbildung. Sind e€ E
und g°€G” (g’ ¢ A”) beliebig, und e~g’, so ist g'=e+a" oder g' = e—a’(a’€A),
d. h. aus (12) folgt

(14) ?(g)=0p(e) L o(a).

Damit haben wir bewiesen, daBl die Abbildung ¢ die Form (11) besitzt.
Umgekehrt geniigt auch jede Abbildung (11) von G’ in H der Gleichung

o(g +a) = p(g)+o@ (g€G,acA).

Ist g’ € A’, so ist diese Behauptung trivial. Es sei jetzt g€ G" und g"¢ A". Dann existiert
ein Element e€ E, so daB g’ ~e ist, d. h. g = e+a’” oder g’ = e—a’ fiir ein geeig-
netes Element a"€ A" gilt. Ist g’=e+a’, so erhalten wir

o(g +a) = ple+a +a) = Y(e)+y(a +a)=
=y(e)+ @)+ xa) = ple+a’)+ola) = o(g) +¢(a).
Ist ¢ = e—a’. so ist (a—a’")eA’, oder (@’ —a)€ A’, woraus sich
p(g +a) = ple—a' +a) = Yle)ty+(a—a)) = ()t
[ £(x@) — 1(@)] = ¥(e)— (@) +x(a) = ¢(g')+0(a)

ergibt. Damit haben wir den Satz 3 bewiesen.
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Beispiel. Es seien G, H die additive Gruppe der reellen Zahlen, G = H =( — o=, =),
und es sei G’ =[0, =) die Unterhalbgruppe der nichtnegativen reellen Zahlen.

1. A={1}). Dannist {4}={0, =1, +2, ...} die Gruppe der ganzen Zahlen und
A'={4}NG"={0,1,2,...}. Wir betrachten die reelle Funktion ¢(1) (z€[0, =)),
fiir die

p(t+1) = o) +o(1)
erfillt ist. Bekanntlich hat eine homomorphe Abbildung y: A" — H die allgemeine
Form y(k)=q@(k)=ck (k€ A"), wobei ¢ ein konstanter Wert ist. Hier ist £=(0, 1)
ein Reprisentantensystem von &(G’), d. h., jedes 7€[0, =) (r+0, 1,2, ...) kann in
der Gestalt r=x+k (x€(0,1),k€{0, 1,2, ...}) dargestellt werden. Nach (11) ist
o (1) =y (x)+ (k) =y(x)+ck, wobei Y(x) (x€(0, 1)) cine beliebige Funktion ist.

2. A= {% [ k=1,2, } Es ist bekannt, daBl die Menge {4} mit der Gruppe
der rationalen Zahlen zusammenfillt. Wir betrachten die Funktionalgleichung

k!
Nach Satz 1 geniigt jede Losung von (15) der Gleichung

e(t+r) = @) +o(r),

wobei 7€[0, =) und re 4"={A4}MN[0, =) =R* ist. Hier bezeichnet R* die Menge
der nichtnegativen rationalen Zahlen. Dann und nur dann gehdren ¢” und ¢”€[0, =)
zu einer Klasse von & (G”), wenn t” —¢” eine rationale Zahl ist. Die Menge E kann
mit transfiniten Mitteln konstruiert werden. Es sei jetzt y(x) (x€ E) eine beliebige
Funktion, dann erhalten wir nach (11) die allgemeine Losung von (15) in der Gestalt

cr falls t=reR*
v(x)+ecr falls t=x+r (x€E,reR%).

(15) qst[r+L =(p(r)+(p[%] (r€[0, =), k=1, 2, ...).

o(t) = {

§ 3. Monotone und stetige Lisungen

"~ Wir betrachten jetzt die Funktionalgleichung (4), wobei 1€ G’ =(a, =) (x=0),
und a€ A G’ ist. Hier ist A eine nichtleere Menge.

Satz 4. Ist ¢(t) eine in dem Intervall G’ =(x, =) monotone Funktion, {A} die-
jenige Untergruppe der reellen Zahlen G die durch die Menge A G’ erzeugt wird,
und ist die Gleichung

(16) - pltta) =) +9l@ (166G, acA)
erfiillt, so gilt fiir beliebiges a’€ A= {4} G’
(17) p(a’)=cd,

wobei ¢ ein konstanter Wert ist.

Bewels. Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dal
@(t) eine monoton steigende Funktion ist. Es sei a,€4, a, =0 und ¢(a,)=ca,.
Wir zeigen, daB fiir ein beliebiges a€ A stets ¢(a)=ca gilt. Dies ist trivial, wenn
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A={a,} ist. Es sei jetzt a€ A (a #a,) beliebig. Wir setzen voraus, daB 0 <a, <a gilt.
(Ist 0<=a=a,, so verliuft der Beweis dhnlich.) Ist k eine beliecbige natiirliche Zahl,
so existiert eine natiirliche Zahl m, so dal}

(18) ma, <ka=(m+1)a,
gilt. Wegen der Monotonitit von ¢ gilt

@(ma,) = @(ka)=o((m+ 1)a,),
woraus nach dem Korollar des Satzes 1

mca, =ke(a)=c(m+1)a,
folgt, d. h.
1

m m
(19) cay 4 = ¢(a) = ca, [~k--+z],

Ist ¢=0, so ist @(a)=0 (ac A). Ist ¢#0, so ist ¢=0 wegen des Wachstums von o,
und aus (18) folgt

1
(20) ca, % = ca = ca, [L: +f:]'
Aus (19) und (20) ergibt sich
|
lp(a) —ca| = ca, -,

woraus ¢ (a) = ca folgt. Nach Korollar des Satzes 1 folgt dann ¢ (a”) = ca’ fiir beliebiges
a’cA.
Korollar. Ist {A} eine in G iiberall dichte Menge, so gilt @(t)=ct (t€G").

Beweis. Jedenfalls ist A” eine in G’ {iberall dichte Menge. Es sei 7 € («, =) beliebig.
Dann gibt es die Folgen a, ~t und A, (a,, A,€ A’). Aus der Ungleichung

a,<t<A,
folgt unmittelbar
ela) =) =p(4,)
d. h.
ca,=@(t)=cA,.

Daraus kann man ¢(7) =cr erhalten. Ist jetzt noch x€ G",so ist mit a’€ A", (x+a’)€
€(x, o) und es gilt ¢(x+a)=c(a+a’)=¢(@)+e@(a’), woraus ¢(x)=cx folgt.

Satz 5. Ist ¢(t) stetig, und {A} eine iiberall dichte Menge, dann gilt ¢(t)=ct
(1€G).

BEwEIS. Es sei s€ G’ beliebig. Dann gibt es eine Folge a,€ A4, so daB lima,=s

gilt. Nach Satz 1 gilt B
p(t+a)=o¢()+¢(a,),

woraus wegen der Stetigkeit von @
p(t+s) =) +e(s) (1,5€G)
folgt. Diese Gleichung hat die stetige Losung ¢ (1) =ct. (S. Aczic [1]).
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Beispiel. Sei A= {1, a}, wobei a=0 eine irrationale Zahl ist. Dann ist {4} eine

in (— oo, o) liberall dichte Menge. Also ist die monotone bzw. stetige Ldsung des
Funktionalgleichungssystems

e+ =p()+e(l) (1€(0, =), a=0 eine irrationale Zahl)
et+a)=o9(t)+oe(a)
@(t)=ct.
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