Rekursive Definitionen, wobei frithere Funktionswerte
von variabler Anzahl verwendet werden.

Von ROzZSA PETER in Budapest.

Einleitung.

Beziiglich der allgemeinen Kenntnisse iiber rekursive Funktionen konnte
ich mich auf mein Buch') berufen, worin diese zusammengefafit wurden.
Ich werde aber in Einleitung | alles aufzdhlen, was ich in dieser Arbeit
beniitzen werde. In Einleitung Il schildere ich dann die Ergebnisse dieser
Arbeit. ’

1. Unter rekursiven Funktionen werden diejenige zahlentheoretische
Funktionen verstanden, welche von gewissen Ausgangsfunktionen ausgehend
durch endlich viele Substitutionen und Rekursionen definiert werden konnen.
Dabei kann der Begriff der Rekursion auf verschiedene Weisen abgegrenzt
werden; so gelangt man zu verschiedenen Funktionenklassen, die in der
mathematischen Grundlagenforschung bereits Ofters angewandt wurden.

Man sagt zum Beispiel, dafl die Definition

o0, @, oo ) =0(as, .0+, @)
¢(n+1,ay,...,a)=8(n,a,...,a., 90 a,...,a))
von ¢ eine primitive Rekursion ist; ¢ ist ,in“ « und g primitiv-rekursiv;
falls dabei ¢ und @ bereits von O und n-+1 ausgehend durch endlich viele
primitive Rekursionen und Substitutionen aufgebaut worden sind, so ist auch
¢ primitiv-rekursiv. Wie ILONA BERECzKI gezeigt hat®), fiihrt schon diese
einfache Rekursionsart von der Klasse der sogenannten ,elementaren Funk-
tionen“* — welche von 1 und von Variablen n,,n,, ... ausgehend durch

) R. Pérer, Rekursive Funktionen (Budapest, Akademischer Verlag, 1951).
. ?) I. Bereczkr, Nem elemi rekurziv fiiggvény létezése, Comptes Rendus du Premier
Congrés des Mathématiciens Hongrois (1950) S. 409—417.
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endlich viele Additionen, Multiplikationen, arithmetische Subtraktionen (Bil-
dung von |a—»&|), arithmetische Divisionen (fiir b--0 Bildung des ganzen

Teils von g ), Summen- und Produktbildungen entstehen — hinaus.

2. Eine Beziehung B(n,,..., n;) zwischen ny, n,,...,n. heibit primitiv-
rekursiv, falls es eine primitiv-rekursive Funktion ¢(n,,..., n;) gibt, so daf
B(n,, ..., m;)fiir solche und nur solche n,,..., n. gilt, fiir welche ¢(n,,..., m)=0
ist. Die gebrduchlichsten zahlentheoretischen Funktionen und Beziehungen
sind primitiv-rekursiv (so z. B. sdmtliche Zahlen als Konstanten, dann die
Funktionen n, m--n, m-n,m", 'm—n|, und die Beziehungen m < n,m—n,
ferner samt den Beziehungen B,B, und B, auch die Negation von B, die
Konjunktion B, und B.“, die Disjunktion ,wenigstens eines von B, und B.“);
ich habe diese in meinem Buch') in einer Tabelle aufgezdhlt. Hier wiederhole
ich die Aufzidhlung der weniger bekannten primitiv-rekursiven Funktionen,

die ich benutzen werde:
\a—n fiira=n
1. a-—=-n

|0 sonst;
a| \diein :: enthaltene grofite ganze Zahl, falls n=-0
“Lnl o, falls n—0;
3. max (a, b) — das nicht-kleinere von a und b;
4. p, — die n-+1-te Primzahl;
5. exp.(n) — der Exponent von p, in der Primfaktorenzerlegung von n;
\ der Index des grofiten Primteilers von n, falls n > 1
6. long (n) 3
I 0 sonst;
7. samt «(n, a,,...,a,) auch

]

2: «(, a,...,a) und _I[rr(i. O sa vk

= =1

wobei fiir m >n

"

Dei,ay,...,a)=0und /[ (i, a,,...,a) =1

definiert wird ;
8. samt der Funktionen «,, «,,..., @, und der Beziehungen B,,...,B. i
auch die durch die ,zusammengeflickte“ Rekursion definierte Funktion
90,a,...,0)=ca,...,a)
«(n a,...,a,¢(na,...,a)),
falls B,(n, a,, ..., a,,¢(n,a,,..., a)) gilt

f"-(" —i l,ﬂn---, ﬂ,-) — ” |("| o e (I'("’ '/ ey a,,))'

falls Bi-1(n, a,,...,a., ¢(n,a,...,a)) gilt
e(n a,y...,a.,9(n a,...,a;)) sonst,;
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vorausgesetzt, dab von den Beziehungen B,,...,B..; an jeder Stelle htchstens
eine zutrifft.

3. Die in der Rekursion nicht teilnehmenden Variablen, die sogenannten
,Parameter, bleiben bei einer primitiven Rekursion unverdndert. Erfolgen in
den Rekursionen auch Einsetzungen fiir gewisse Parameter, wie z. B. in der
Definition

¢(0,a) — «(a)
g(n-+1,a)— 3(n,a, ¢(n, n-a)),
so konnte man denken, dafi dadurch eine weitere Funktionenklasse entsteht;
ich habe aber bewiesen,”) dali sogar die ,eingeschachtelten Rekursionen®,
wobei fiir die Parameter von ¢(n,-) abhdngige Ausdriicke eingesetzt werden,
wie z. B. in der Definition

¢(0, a) — «(a)
g(n-+1,a)—p(n, a, g ¢(n,a))),
auf primitive Rekursionen und Substitutionen aufgeltst werden kdnnen.

4. Werden nun solche Rekursionen zugelassen, wobei die Rekursion
gleichzeitig nach mehreren Variablen erfolgt — diese werden mehrfache (k-fache
fir k=2, 3,...) Rekursionen genannt — so gelangt man zu den mehrfach-
rekursiven (fiir k— 2, 3,... k-rekursiven) Funktionen. Diese fithren bereits von
der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinaus.') So ist z. B. die durch
die zweifache Rekursion

Y(0,n)—n+1
w(m-+1,0) = y¢(m, 1)
wm-+1, n+41) = ¢(m, w(m-+1, n))
definierte ACKERMANN-PETERsche Funktion «(m, n) nicht primitiv-rekursiv.

Alligemein heifit eine Funktion ¢(n,,...,n,a,,...,a,) k-rekursiv in den
JBausteinen® g (n,,..., My, 8y,...; Qry byyeiiy Oo)yoosy Bi(yy., My, @y, ..., @y, By 5., By),
falls ¢ (0,...,0,a,,...,a;) mit einem dieser Bausteine identisch ist, und
ein beliebiger Funktionswert ¢(n,,..., m, a,...,a,), wobei n,,...,n; nicht
alle gleich 0 sind, aus den Bausteinen und aus ,friiheren Funktionswerten
aufgebaut werden kann. In einem fritheren“ Funktionswert ist entweder
das erste Argument n,—1 (falls n, == 0ist), oder das erste Argument n,, dafiir
aber das zweite n,—1 (falls n,--0 ist), usw., oder sind endlich die ersten
k—1 Argumente n,,...,n.; und das k-te ist n,—1 (fiir n, ==0). Die ,An-

%) R. Peter (Pourzer), Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe der
rekursiven Funktion, Math. Annalen, 110 (1934), S. 612—632. — A rekurziv fiiggvények
elméletéhez, Matematikai és Fizikai Lapok, 42 (1935), S. 25—49.

i) W. Ackermany, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen, 99
(1928), S. 118—133. Siehe noch R. Perer, Konstruktion nichtrekursiver Funktionen, Math.
Annalen, 111 (1935), S. 42—60.
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fangswerte“ (wobei n,-n,-...-n. — 0 ist) konnen beliebig ,normiert“ werden”);
ferner konnen die Parameter a,,...,a, zu einem einzigen Parameter a zusam-
mengezogen werden"); d.h. man kann sich neben Substitutionen auf Rekur-
sionen der Form
o(n,...,m,a)=c«c(n,,..., m,a), falls n,-...-n.—0
g(m+1,....,m+1,a)=F(ny,...,m,a,2x...x[@e(ny, X, ..., Xi)],
AXy X [e(ni 1,0, Xy 000y Xe-1))ye sy AXa[@(Ay -1, . L o, i1 1, A, X))

beschrdanken, wobei «(n,,..., n;, a) beliebig (z. B. als 0) gewahlt werden kann,
und die Funktionsfunktion

F(”U cony My 4, ‘:Ek(xl! ey xi’.‘)j Eﬁ' I(xl:- .y xk-l)) ey :&J(xl))

— ,Substitutionsterm* genannt — durch eine endliche Kette von Substitutionen
aus My, ..., M, @ 5%, ..., %), E-1(X 5o Xa-1),. .., §(x) und aus gewissen
frither definierten Bausteinen aufgebaut wird. Fiir die Funktionsvariablen
S(xiy .., X0), .00, &(x,) (deren sdmtliche Variablen im Substitutionsterm F
durch Einsetzungen “gebunden® werden) wurde der Reihe nach ¢(n,, x,, ..., Xi),
g+ 1,05, %, .00 Xkc1)y e g (41,00, e+ 1, 04, X,) eingesetzt, als Funk-
tionen bezugsweise von X,..., Xi, VON X;, ..., X 1,..., VON X;; um herauszu-
heben, daf hier z. B. ¢(n,, x,,..., x;) als Funktion von Xx,, ..., x; zu betrachten
ist, habe ich das von CHURCH?) eingefiihrte Zeichen 4, in der Schreibweise

benutzt. Axyy o xig(ny, Xy, .. X))

5. Im Aufbau von ¢(n,+1,..., .4 1, a) konnten auch beliebige friihere
Funktionswerte der Form

PUBIM), Xiioovs X0 000 - 1, 2(M)y Xisn s oy Xiet)ss 5 49
yo(m—+1,..., e+ 1, x.(m), x;)
teilnehmen, wobei
m(m) =m, x(n) =n,,...,o00m)=n

ist (allgemein wird ein geordneter Komplex (m,, ..., m;) als Vorgédnger eines
Komplexes (n,,..., n;) betrachtet, falls es einen i = k gibt, so dal m;—n;
fiir j<i und m; < n; gilt); dann hitten wir mit einer Wertverlau/srekursion
zu tun. Die Wertverlaufsrekursionen lassen sich aber immer auf gewdhnliche
Rekursionen von derselben Struktur und auf Substitutionen zuriickfiihren.”)

6. In der .allgemeinen A-fachen Rekursion wurde blof der kiirzeren
Schreibweise halber eine Funktionsfunktion verwendet; man hédtte sdmtliche
in F enthaltene Substitutionen auch explizit aufschreiben konnen. Funktions-

5 R. Peter, Uber die mehrfache Rekursion, Math. Annalen, 113 (1936), S. 489—527;
insbesondere § 1.
6) Siehe Fubinote %), insbesondere Nr. 11.

7) A. Churcn, A set of postulates for the foundation of logic. Ann. of Math., 34
(1933), S. 863.

%) Siehe Fufinote 2), insbesondere § I.
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funktionen konnen aber auch durch Rekursionen definiert werden ; und werden
im Aufbau einer zahlentheoretischen Funktion auch solche Funktionsfunktionen
benutzt, wie z. B. in der Definition

(p(o, ﬂ) =a
g(n+1,a) = B(x[g(n, x)]; n, a)

B(&;0, a) = &(a%)
B(E;n+-1,a) = C(Zx[B(&; n, x)]; n, a)

mit

und
C(0,a) =5(a)
C(:&; fl+ ]s ﬂ') R “‘:(C(:‘f; n, a))’

so heifit das eine rekursive Definition der (HILBERTschen')) Il-ten Stufe der
betrachteten Funktion (hier ¢). Auf der Il-ten Stufe heifit eine Rekursion
primitiv, falls darin an Stellen von Funktionsvariablen keine Einschachtelungen
vorkommen. Ich habe gezeigt, dafi primitiv-rekursive — auch mehrfach-
rekursive — Funktionen der ll-ten Stufe auch als mehrfach-rekursive Funk-
tionen der I-ten Stufe (d. h. als gewohnliche mehrfach-rekursive Funktionen)
definiert werden konnen.")

7. Unter Benutzung gewisser Gedanken von HERBRAND ") und GODEL ™)
hat KLEENE *) den Begriff der allgemein-rekursiven Funktion eingefiihrt, der
unter anderen samtliche aufgezihlte Arten der rekursiven Funktion enthilt.
KLEENE hat gezeigt, dal die Definition der allgemein-rekursiven Funktionen
auch in einer sehr einfachen expliziten Form geschehen kann. SKOLEM ')
hat untersucht, unter welchen Bedingungen diese explizite Form noch weiter
vereinfacht werden kann.

1L

SkoLEM hat in seinen soeben erwidhnten Untersuchungen eine neue Art
Rekursion eingefiihrt: in der von ihm angewandten Definitionsgleichung

az]
p(m+1,n+1,a) = 1{ max (p(m+1, n, i), ¢(m, i,r))

#) Siehe D. Hugewr, Uber das Unendliche, Math. Annalen, 95 (1926), S. 161—190.

i0) R. Péter, Probleme der Hilbertschen Theorie der hoheren Stufen von rekursiven
Funktionen, Acta Math. Hungarica, 2 (1951) S. 247—274.

11) ]. Hersranp §, Sur la non-contradiction de I'arithmetique, Journ. f. d. reine u.
angewandte Math., 166 (1932) S. 1—8.

12) K. Goper, On undecidable propositions of formal mathematical systems, Notes of
lectures at the Inst. for Advanced Study, 1934.

13) S, C. Kieeng, General recursive functions of natural numbers. Math. Annalen, 112
(1936), S. 727—742.

14) Th. Skorem, Remarks on recursive functions and relations; Some remarks on
recursive arithmetic, Def Kongelige Norske Videnskabers Selskab Forhandlinger, 17 (1944),
S. 89—92; 103—106.
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wird der Wert ¢(m-+1,n-+41,a) aus vorangehenden Funktionswerten von
nicht bestimmter, sondern variabler Anzahl aufgebaut (ein solcher Fall konnte
bisher blofi bei einer Wertverlaufsrekursion auftreten, wo diese Erscheinung
leicht eliminiert werden konnte).

Zu einer dhnlichen Definition hat auch der Versuch von [LONA BERECZKI
gefiihrt, mittels des Diagonalverfahrens zu zeigen, daff die primitive Rekursion
aus der Klasse der elementaren Funktionen hinausfiihrt (deshalb hat sie das
auf einem anderen Weg bewiesen).”)

SkoLEM hat den ihn interessierenden Spezialfall mit einem besonderen
Kunstgriff auf primitive Rekursionen und Substitutionen zuriickgefiihrt.

Nun habe ich bemerkt, dali die neuartige Rekursion als ein Spezialfall
der primitiven Rekursion der Il-ten Stufe aufgefafit werden, und daher auf
Substitutionen und mehrfache Rekursionen (der I-ten Stufe) zuriickgefiihrt
werden kann.") Der Umweg iiber die Il-te Stufe kann auch leicht vermieden
werden ; aus dem dort gebrauchten Gedankengang ldft sich leicht auch eine
unmittelbare Methode entnehmen. Wie dies geschieht, zeige ich in § 1 am
BERECzKIschen und am SkoLEMschen Spezialfall, ferner an verwickelt einge-
schachtelten Definitionen; nachher folgen allgemeine Betrachtungen und auch
ein Anhang iiber die Behandlung der allgemeinen primitiv-rekursiven Definition
der ll-ten Stufe.

Die bereits erwidhnte Definition

v(0,n)=n+1
w(m—+1,0) = ¢(m, 1)
w(m+1,n+1)=—w(m,v(m+1, n))
der ACKERMANN-PETERschen nicht-primitiv-rekursiven Funktion; welche auch
in der Form
w(0,n)=n+1
n+1:_mal
w(m-1,n) = yw(m,y(m,...,p(m,1)...))

geschrieben werden kann, zeigt, dafi die durch Einschachtelungen von variabler
Anzahl aufgebaute einfache Rekursion aus der Klasse der primitiv-rekursiven
Funktionen hinausfiihrt.

Doch sowohl der BEReCzkische als auch der SkoLEmsche Spezialfail
ldft sich auf eine Art normierte mehrfache Rekursion mit

o(t+1,....,m+1,0)=F(ny,...,0,8,2% ... [@(M, X1, « < - X2)],
yAX X [e(m A1, 0y, X, X)) s A (1, . e+ 1 A, X))
zuriickfiihren, wobei im Substitutionsterm

F("H‘ "oy ”J-‘l H! ;cf-'(xls- .y xl‘)) ‘:EL' 1 (xt! .. -:xi';-l)r ey ‘:Ei(xl))

19) Sie hat mir das 1949 brieflich mitgeteilt.
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blofi Funktionsvariablen &, nicht aber & _,,..., & ineinandergeschachtelt auf-
treten. Diese Art mehrfache Rekursion fiihrt aber aus der Klasse der primitiv-
rekursiven Funktionen nicht hinaus; dies wird in § 2 bewiesen. Dafi bereits
eine einzige Ineinanderschachtelung zweier Funktionsvariablen &, , des Substi-
tutionsterms bewirken kann, daf die damit definierte Funktion als nicht-
primitiv-rekursiv ausfillt, ergibt sich mit der Verwendung der in § 1 ange-
wandten Methode auf die ACKERMANN-PETERsche Funktion.

§ 1. Zuriickfithrung der neuartig-rekursiven Definition
auf gewdhnliche mehrfache Rekursion.

1. Nun werde ich die in Einleitung Il erwéhnte ,Diagonalfunktion®
der elementaren Funktionen definieren.

Da die elementaren Funktionen aus 1 und abzdhlbar vielen Variablen
n, ny,... durch endlich viele Operationen (die vier ,arithmetischen“ Spezies,
ferner Summen- und Produktbildung) aufgebaut werden, konnen sie in eine
abzdhlbare Reihe

Wy, ..., m), YwW(iy,...,n),...

geordnet werden (worin jede elementare Funktion unendlich oft auftritt), und
zwar so, dafi ein jedes Glied v, dieser Reihe entweder 1 oder eine der
Variablen ist, oder aber aus zwei frither stehenden Funktionen v und -
durch eine der folgenden Operationen zustandekommt:

l]bf-'(nlj seny ni‘,_.) +.llf'£"(nl pr ey nf_;{)

oder

e (ny, ..., ) — Y (ny, ..., 0|
oder

WYy, ..oy M) (..o, 1)
oder

Y (..., N,
A”'k"(nl preey n;;‘)
oder

Pree iy o, N

W(ny, ..., )

]

ad ;
: .;;tu_.,(j, | O "*',-.-)
y=0

oder

e G %
II !_r'!}.‘_.(j’ i TR ,I"k)

j=0

(es ist freilich moglich, dal hier einige der Variablen n,,...,n; blofi als fiktive
Variablen zu n,,...,n;. bzw. zu n,,..., n;.. hinzugenommen sind ; aber von
anderen Variablen, als n,,...,n;, und j in den beiden letzten Fillen, konnen
Yy und Wy nicht abhdngen).
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Es konnen namlich statt der Funktionen v (n,,..., n;) fir k=—1,2,...
einstellige Funktionen

¢i(n) = v (exp,(n), ..., exp;(n))
aufgezdhlt werden; diese werde ich die ,Vertreter® der Funktionen v nennen,
denn die Funktionen v, ergeben sich aus ihnen durch die Einsetzung
Vi, oy ) = @(PY o Plik),s

und falls v, aus ¥ und v, durch eine der zugelassenen Operationen auf-
gebaut wird, so entsteht ¢, aus ¢ und ¢, durch dieselbe Operation; man
hat dabei blof darauf zu achten, daB bei der Vertretung von v.-(/, n,,..., n;,)
durch ¢,- das Argument von ¢, nicht pyi... Piiv=n, sondern

pip...p) = B(j,n)
sein mufi, wobei #(/, n) durch

long w)

4w —pl- LI P25

definiert werden kann. Wird auch der Index von ¢ als Argument betrachtet,
so kann nun ¢, (n) = ¢(m, n) durch

1, falls m=0

exp (n) , falls exp.(m)—0,m--0

exp, (m)
g(exp,(m), n)+ ¢ (exp,(m), n), falls exp,(m)=1
g (exp(m), m)—g (expi(m), n)|, ,  exp.(m) -~ 2

) 9(€xpy(m), n)-g (expi(m), n), . exp,(m)—3
b= [ptexnmy. )
g (exp,(m), n)|’

Wexpslg*)'u)
-  y(exp,(m), (i, n)), ,  exp.(m)=>5

1=

@ (expy (m), n)

l | ¢(exp.(m), 3(i, n)) sonst

i=0

» exp. (m) =4

definiert werden. (Das ist mit unwesentlicher Abweichung jene Definition, auf
welche [LONA BERECzKI gestofien ist.) Denn unter den Werten von ¢(m, n)
kommt auch 1 vor (die Zahl 1 ist ihr eigener Vertreter), und es wird auch
jede Variable n, vertreten, da z. B.

¢(2', n) = exp,(n)

ist, und die Variable n, (fiir n = py'ps*...) durch exp,(n) vertreten wird. Fer-
ner kommen unter den Werten von ¢(m, n) samt den Vertretern ¢ (&', n) und
q(k”,n) von v¥,- und v~ stets auch die Vertreter der aus diesen durch die
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zugelassenen Operationen aufgebauten Funktionen vor: es ist z. B.
@K', n)+ @ (k”’, n) — ¢(2-3"".5, n),
(K, n)—qg (K", n)| — ¢(2"-3""-5% n),
g (k' n)- (K", n) = ¢(2°-3""-5% n),

H‘E’E")) — g(2¥-3" -5 n),
Ipll-"':‘nl,
> gk, 8, n) = ¢(2-3"-5, n),

=]

und
@k, n)
11 o, 8, n) — ¢(2--3"5", n).

So befinden sich unter den Werten von ¢(m, n) fiir die verschiedenen m die
Vertreter samtlicher elementaren Funktionen.

Daher kann die (modifizierte) ,Diagonalfunktion ¢ (n,, py")-+1 nicht
elementar sein. Denn sonst miiite ihr Vertreter mit einem geeigneten &

t[--(l{, R)
sein, und aus diesem Vertreter miifite sich die betrachtete einstellige Funktion
selbst durch Einsetzen von pj: fiir n ergeben, also wire fiir jedes n,

g(n, py)+1 =@k, p}).
Daraus wiirde sich aber fiir n, =k

gk, p})+1 = q(k, p)),
also ein Widerspruch ergeben.
Die Definition von ¢(m,n) (samt der einfachen Substitution m = n,,
- pyv) fiihrt also von der Klasse der elementaren Funktionen hinaus. Nun
haben wir diese Definition naher zu untersuchen.

2. Wird der einfacheren und gewohnteren Schreibweise halber n fiir die
Rekursionsvariable m, und a fiir die in der Rekursion nicht teilnehmenden
Variablen n gesetzt, ferner eine primitiv-rekursive Funktion ¢ durch
exp (a) , falls exp,(n+1)=0,

exp,tn+l)
b]+b'_'9 » CXp;(ﬂ—i])T ]
b,—b,|, s  €xXps(n41)=2

“("' a, by, b, b, b-l) = bl'{?z' n exPz(n <+ 1) =3
b, o=

l bz" ’ »” exp,(n+-1) =14

b, . expsn+1)=5
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definiert, so lautet die Definition der betrachteten Funktion ¢(n, a):

¢(0,a) 1
@p(n+1,a) = e(n,a, g(exp,(n-+1), a), p(exp,(n-+1), a),
P (exp(_t‘ﬂi. i) @ lexp, (n+1), a)

3, e ¥ (expi(n+1), 2(i,a)), [ g(exp(n+1), 33, a))).
Das ist eine Wertverlaufsrekursion nach n — da

expi(n+1)<n-+1, exp,(n+1)<n-+1

ist — wobei fiir den Parameter a rekursive Funktionen J eingesetzt werden.
Trotzdem ldBt sich diese Definition mit Hilfe der alten Methode nicht auf
primitive Rekursionen und Substitutionen auflésen, da hier ¢ (n+ 1, a) durch
Verwendung friiherer Werte

g (exp,(n+1),a), g(exp(n-+1),a), g(exp,(n+1),#(0,a)),
s g(exp,(n+1), 3(1,a)), ..., p(exp,(n+ 1), (¢ (exp, (n+ 1), a), a))
von variabler (sogar von ¢ abhdngiger) Anzahl definiert wird (und nicht
wegen der Wertverlaufsrekursion-Beschaffenheit der Definition).

Diese fritheren Werte sind aber auch ,rekursiv zusammengefalit in der
Definition: es gelten ja fiir

a(n, s, a) Ef,ts(exp..(n + 1), 3(i, a))
und <

L]

a(n,s,a)— ( g (exp.(n+1), 2(i, a))

die mit der Definition von ¢ :
¢(0,a) =1
g(n-+1,a) — «(n,a,g(exp,(n+1),a), g(exp,(n-+1),a),
, o(n, ¢ (exp,(n + 1), a), a), zt(n, ¢(exp,(n - 1), a),a))
verflochtenen ,simultanen“ Definitionen :

o(n, 0,a) — g (exp,(n+1), 3(0, a))
a(n,s+1,a) —o(n,s,a)+g(exp,(n+ 1), 3(s+ 1, a))
und
.‘T(ﬂ, Or (I) — (exp"(n —{_ l), I”(O’ (1))
ct(n, s+ 1,a) = zt(n,s,a)- p(exp,(n-+1), 2(s + 1, a)).
Man konnte auch eine, mit anderen Definitionen nicht verflochtene,

primitive Rekursion fiir ¢ erhalten, aber auf der Il-ten Stufe: durch Einfiih-
rung der Funktionsfunktionen

SEs)= SED und PE:s)— JTEQD,

t=A)
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die durch
S(§;0) —&(0)
SEs+1)=S8E9)+E¢+1)

und
P(§;0) = £(0)
PE;s+1)=P(E;s)-EGs+1)
definiert werden konnen, kann namlich die Definition von ¢(n,a) auf die
Form
¢(0,a)—1
g(n+1,a) — «(n,a,g(exp,(n-1),a), g(exp,(n+1),a),

y S(Ax[g(expy(n-+1), #(x,a))]; ¢ (exp,(n+ 1), a)),

» P(Zx[g(exp,(n+-1), 3(x, @))]; ¢ (exp,(n--1), a)))
gebracht werden. Eine solche primitiv-rekursive Definition der Il-ten Stufe

lafit sich aber auf eine mehrfache Rekursion der I-ten Stufe nebst Substitu-
tionen aufldsen.")

3. Doch das Auflosungsverfahren der angefiihrten Arbeit fiihrt zunichst
zu denselben simultanen Rekursionen, die wir eben erhalten haben.

Da nédmlich' durch Einsetzung einer bestimmten zahlentheoretischen
Funktion fiir die Funktionsvariable & sowohl aus S als aus P eine zahlen-
theoretische Funktion wird, und fiir uns diese Funktionsfunktionen nur fiir

£(x) = g (exp,(n+1), 3(x, a))

von Belang sind, hat man hier die zahlentheoretischen Funktionen

a(n, s, a)— S(ix[g(exp,(n+1), 2(x,a))]; s)
und

at(n, s,a) — P(Ax[g(exp,(n 1), 3(x,a))]; s)
zu definieren: nach den Definitionen von S und P gilt
a(n, 0, a) = g (exp,(n 1), #(0, a))

a(n,s--1,a) = a(n,s,a)+qg(exp,(n+1), (s + 1, a))
und

ct(n,0,a) — g (exp,(n+1), (0, a))
a(n,s+1,a) = zt(n,s,a) - g(exp,(n-+1), 3(s+1,a));
und mit Hilfe von ¢ und :x kann ¢(n,a) durch
¢(0,a)=1
g(n--1,a)=«(n,a,g(exp,(n+1),a), g(exp,(n-1),a),
, o(n, g(exp,(n 1), a),a), :x(n, ¢ (exp,(n-+1), a),a))

definiert werden. Diese sind aber tatsichlich die vorhin erhaltenen simultanen
Rekursionen.
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Sie konnen leicht zur rekursiven Definition einer einzigen Funktion
d(n,s,a) zusammengefaBt werden, falls
d(n,3s,a) = ¢(n, a),
d(n,3s--1,a) = o(n,s,a),
o(n,3s+2,a) = zt(n, s, a)
gesetzt wird. Denn nach den Definitionen von ¢, o und :7 lautet die Defini-

tion von o':
d(0,3s,a) =1

o(n+1,3s,a) = e(n,a, d(exp,(n+ 1), 3s, a), d(exp,(n+1),3s, a),
,0(n,30(exp,(n+1),3s,a)+1,a),d(n, 3d(exp,(n 1), 3s,a) 1+ 2, a))
d(n, 1,a)— d(exp,(n-+1),0, 30, a))
o(n,3s+4,a)=—d(n,3s+1,a)+d(exp,(n+1),3s, #(s 4 1,a))
d(n,2,a) = d(exp,(n+1),0, 3(0, a))
d(n,3s+5,a)=9d(n,3s+2,a)-d(exp,(n+1), 3s, 3(s -+ 1, a)).

Das ist (wegen expy(n-+1)=n) eine zweifache Wertverlaufsrekursion
nach n und s. Sie kann leicht auch auf die gewohnte, normierte Form gebracht
werden, ohne eine wesentliche Abdnderung der Struktur: auch dann gelangt
man (nebst Substitutionen) zu einer solchen zweifachen Rekursion, wobei im
Aufbau eines Funktionswertes ineinandergeschachtelt blofi solche Funktions-
werte teilnehmen, in welchen das erste Argument kleiner ist als in jenem. In
§ 2 werde ich aber zeigen, daB derartige mehrfache Rekursionen auf primitive
Rekursionen und Substitutionen aufgelost werden konnen. Da nun ¢(n,a)
z. B. durch die Substitution

¢(n,a)=0d(n,0,a)
erhalten werden kann, ist ¢(n,a) samt d primitiv-rekursiv; und so haben
wir einen zweiten Beweis dafiir, daf die primitive Rekursion von der Klasse

der elementaren Funktionen hinausfiihrt*)
4. Die Behandlung des SkoLEMschen Spezialfalls ist noch einfacher. In

der Definition
¢ (0, n, a) = 3(n, a)

¢g(m-+1,0,a) =q¢(m,1,a)
a-xl
g(m+1,n+1,a) = [ [ max (¢(m-+1,n,i), ¢(m,i,a))
i=1
wird der Funktionswert ¢(m--1,n--1,a) aus friitheren Funktionswerten
g(m-+1,n,1),¢(m, 1,a), p(m+1,n, 2), ¢(m, 2,q), ...,
yop(m--1,n,a=1), ¢(m, a=1, a)

¥) Zusatz bei der Korrektur. Dieser Beweis kann noch wesentlich vereinfacht werden:
in diesem Spezialfall 1d6t sich der Umweg iiber die mehrfache Rekursion ausschalten.
Darauf komme ich an anderer Stelle zuriick.
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von variabler Anzahl aufgebaut; diese sind aber auch hier ,rekursiv zusam-
mengefafit“. Es wadre aber hier nicht ratsam

zt(m, n, s, @) = l?max (g(m-+1, n, i), ¢(m, i, a))

zu setzen, denn daraus wiirde sich aus der Definition des Produktes
a(m,n,s+1,a)==zx(m,n,s,a)-max (p(m-+1,n,s+1), p(m,s+1,a))

ergeben; und da spdter sowohl :x(m, n, s, a) als auch ¢(m, n,a) als d(m, n, i, a)

mit geeignetem i definiert wird, wire bei einer solchen Definition ein Wert

d(m, n,...) mit Verwendung eines spiteren Wertes d(m -1, n,...) definiert.
Sei deshalb :7(0, n, s,a) beliebig, z. B. als 1 definiert, und sei

a(m+1,n,s,a)— [ ] max (¢(m -1, n, i), ¢(m, i, a));
1

SO ist g
:T(O’ n’ S, a): I! :.r(m_{_ 1: nl 0! a) o= ]:

a(m-+1,n,s+1,a)=a(m-+1,n,s,a)-max(g(m-+1,n,s-1), p(m, s+ 1, a)),
und die Definition von ¢(n,a) lautet:
¢(0,n,a)=73(n,a)
g(m-+1,0,a)=q(m,1,a)
g(m+1,n+1,a)—=a(m+1,n,a-=1,a).
(Zu den selben simultanen Rekursionen fiir ¢ und :x wdre man auch durch
den Umweg iiber der Il-ten Stufe gelangt, wenn man die Funktionsfunktion

P, &;5) = [ max (@), &)
eingefiihrt, und dann
a(m-+1,n,s,a) P(ix[rr(m +1,n,x)|, Ax[g(m, x, a)]; s)
gesetzt hatte.) Sei jetzt
d(m,n,2s,a)= ¢(m,n,a),
d(m,n,2s-+1,a)= zx(m,n,s,a);
so lassen sich die eben aufgestellten simultanen Definitionen zur dreifachen

Rekursion
(0, n, 2s,a) = 3(n,a)

o(m-+1,0,2s,a)—0(m, 1,2s,a)
odm+1,n+41,2s,a)—=d(m-+1,n,2(a=1)+1,a)
000,n,2s+1,a)=—1
om-+1,n,1,a)=1
d(m-+1,n,2s+3,a)
o(m—+1,n,2s+1,a)-max(d(m-+1,n,2s,s+1),0(m,s+1, 28, a))

zusammenziehen. In dieser dreifachen Rekursion kommen eingeschachtelte
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Funktionswerte {iberhaupt nicht vor; ich habe aber bereits frither bewiesen,")
dall eine mehrfache Rekursion ohne Einschachtelungen auf primitive Rekur-
sionen und Substitutionen aufgeldst werden kann. Da sich nun ¢ z. B. durch
die Substitution

q(m,n,a)=—d(m,n,0,a)

definieren laft, so ist samt & auch ¢ primitiv-rekursiv.

5. Nun betrachten wir Definitionen, wobei Einschachtelungen von vari-

abler Anzahl auftreten. Sei z. B. mit primitiv-rekursiven «, o, v, v, 7s, - . .
¢ (0, a) = «(a)

gn+1,a)=(..7(na q9(n v (na g y(na n(na)))))...).
Dabei kann der Index des &duliersten 7 von n,a und sogar von ¢(n,:) abhdn-
gen, z. B. gleich #(n,a,¢(n,a)) sein, mit primitiv-rekursivem #. Diese Abhédn-
gigkeit kann aber auch komplizierter sein; es konnten in » auch eingeschach-
telte ¢(n,-)-Ausdriicke vorkommen, sogar mit einer variablen Anzahl von
Einschachtelungen. So konnte statt »2(n,a,¢(n,a)) mit primitiv-rekursiven

My, 71 Y12y =0 s

(- 7e(n,a, ¢ (n, (0, a, 90, 70(n, a, m0(n, ) - - )
stehen. Dabei kann der Index des dufiersten y wieder ein dhnlicher Ausdruck

(o ve(n,a, g (n, yu(n, a, q(n, 7u(n, a, o(n,a))))). ..)
sein, usw.; und die in diesem ,usw.“ enthaltene Anzahl kann wiederum von
@(n,-) abhdngen. Statt m, v, 7., 72, - .. kKann @z, vau, 71, 72, . . . gesetzt werden,
falls jene, im vorherigen ,usw.“ enthaltene Anzahl 5 -1 ist. Die Indizes kon-
nen hier auch als neue Argumente betrachtet werden. Betrachten wir z. B.
die folgende Definition :
¢(0,a) = «(a)
gn+1a)=(..y(n, 3,2, a,9(n,7(n, 3,1,a,¢(n, 7(n, 3,0,a, »(n, 3,a))))))...),

wo 7= #n,a,q¢(n,a)) und das dritte Argument des dufiersten 3

(...y(n,3—1,2,a,9(n,y(n,3—1,1,a,9(n, y(n,3—1,0,a, »(n, 3—1,a))))))...)

ist; hier das dritte Argument des duliersten v

(...y(n,3—2,2,a,9(n,v(n,2—2,1,a,¢(n, y(n 3—2,0,a,n(n,3—2,a))))))...),

usw., solange, bis das zweite Argument der y zu O wird ; das dritte Argument
des duflersten y mit dem zweiten Argument O sei etwa eine Zahl k. Dabei

seien «, 3,7 und » etwa primitiv-rekursive Funktionen.
Sei hier allgemein

v(n, s, t,a)— v(n, s, t,a,¢(n, 7(n, s, t—1,a,...,¢(n,v(ns0a m(n,s,a)))...),

16) Siehe Fubinote ), insbesondere § 3.
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S0 ist
v(n,s,0,a)=y(n,s,0,a,m(n,s,a))

t(n,s,t+41,a)=y(n,s,1+1,a,¢9(n, v(n,s,t, a)));
und werden die in der Definition von ¢ wichtige Rolle spielenden dritten

Argumente der ,duflersten y“ mit dem zweiten Argument s durch o(n,s,a)

bezeichnet, so stimmt diese Funktion o fiir s= #(n,a, ¢(n,a)) mit der all-

gemein durch
o(n,0,a)—k

a(n,s-+1,a)—t(n,s,0(n,s,a),a)
definierten Funktion iiberein. Da fiir s— #(n, a, ¢ (n, a))
g(n-+1,a)=1(n,s, o(n,s, a),a)
ist, und da das eben gleich o(n,s--1,a) ist, so 1dft sich ¢ einfach durch
¢(0,a) — «(a)
g(n+1,a)— o(n,2(n,a,q(na))+1,a)
definieren. So haben wir wieder simultane Definitionen fiir ¢, v und a. (Zu
denselben hitte auch die Einfiilhrung der Funktionsfunktionen
T(;n,s t,a)=y(n,s, t,a,8((n,s,t—1,a,...,E(n,s,0,a,m(n,s, a)))...))
und S(§;n,s, a) mit
SE;n,0,0)=k
SE;n,s+1,a)= T(%;n,5,SE;n, s, a), a),
.dann der zahlentheoretischen Funktionen

a(n,s,a)— S(ix[¢(n,x)];n,s, a)
d
" v(n,s,t,a)— T(ix[g(n,x)]:n,s,t a)

-gefiihrt, wodurch man zundchst eine nicht-simultane rekursive Definition der
[I-ten Stufe fiir ¢ erhalten hitte.) Wird nun
d(n,s, 3t,a) — ¢(n, a),
d(n,s, 3t 1,a) = o(n,s,a),
d(n,s,3t+2,a)—t(n,s,t a)
gesetzt, so erhdlt man aus den Definitionen von ¢,0 und v eine dreifache

Rekursion fiir o:
(0, s, 3t,a) — «(a)

d(n-}-1,s,3t,a)—d(n,#(n,a,d(n,s,3ta))+1,3t+1,a)
d(n,0,3t-+1,a) =k
o(n,s+1,3t41,a)— d(n,s,3-0(n,s,3t+1,a)+ 2, a)
d(n,s,2,a)— y(n,s,0,a,m(n,s,a))
d(n, s, 3t-+5,a)=~y(n,s, t+1,a,d(n,s, 3t,d(n,s, 3t42,a)));
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e Substitution
0(n,0,0,a)

9 dreifach-rekursiv. Hier haben wir aber
reschachtelten dreifachen Rekursion zu tun.
arten, dall sie auf primitive Rekursionen
en konnte; die eingeschachtelte mehrfache
n der Klasse der primitiv-rekursiven Funk-

Beispielen war es noch nicht notig, die
Variablen der simultan definierten einzelnen Funktionen von einander zu
trennen, doch im Allgemeinen ist das ratsam. Mit einer kleinen Modifikation
der zuletzt betrachteten simultanen Definition wiren wir z. B. zu einer Defi-
nition
¢(0,a)— «(a)
¢ (n+1,a)—a(n, p(n,a,¢(n,a)), %(n, a, ¢(n,a)), a)
mit
a(n,0,t,a)—k
g(n,s+1,t,a)—=7v(n,s,0o(n,s, t4+1,a),a)
und
v(n,s,0,a) = y(n,s,0,a,m(n,s,a))
v(n, s, t+1,a)—y(n,s,t+1,a,9(n, t(n,s+1,ta)))

gekommen. Die Rekursionsvariable von o ist s, und die Rekursionsvariable
von T ist f; beide spielen die Rolle eines Parameters in der Definition der
anderen Funktion, und beide werden dabei vergrofiert. Dies hat zu Folge,
dafi in einer unvorsichtigen Definition von o, welche diese simultanen Rekur-
sionen zusammenfafit, weder s als vor { kommende, noch £ als vor s kom-
mende Rekursionsvariable von o betrachtet werden kann; falls aber f in o
und s in ¢ als Parameter behandelt werden, ist es nicht ratsam das ,Index-
Argument“, welches angibt, mit welchem von ¢, v oder o unsere Funktion o
eben identifiziert wird, mit s oder mit f zu verschmelzen. Sei also (die Vari-
ablen n, s, t an den Stellen, wo sie als Rekursionsvariable von bzw. ¢, = und
o auftreten, durch n,, n, und n,, an den Stellen jedoch, wo s und f als.
Parameter auftreten, bzw. durch b, und b, bezeichnet)

¢(n,,a), falls i=—0

i g'r(n,,b.,n,,a), = =]

o(n,, i, iy, g, b, b, a) 8”(” n;, b,,a) i=2
0 sonst.

Dann lautet die Definition von o:





































































