Uber die Miichtigkeit gewisser Vereinigungsmengen

Von LUDWIG STAMMLER (Halle/Saale)

1. Aufgabenstellung

1. 1 Allgemeine Beschreibung

Gegeben seien eine nichtleere Menge I' und ein durch sie indiziertes System
(in anderer Terminologie: Familie oder Funktion) € = {x,},., von Michtigkeiten
x,=0. Wir betrachten die Klasse 2" derjenigen durch I' indizierten Mengensysteme
S={X,}yer, in denen fiir jedes veI' die Menge X, die Michtigkeit |X,|=x, hat.
(Die Michtigkeit einer Menge X werde aus technischen Griinden nicht, wie oft
iiblich, mit X, sondern mit |X| bezeichnet.)

Wir wollen aus # durch weitere Voraussetzungen (s. 1. 3) Unterklassen aus-
sondern und (wenn S ein System in einer solchen Unterklasse ist) Aussagen iiber
die Miichtigkeit » der Vereinigungsmenge V= US= U X, herleiten. Weiteres

vel
zur allgemeinen Charakterisierung dieser Aussagen wird unten in 2, einleitend
vor 2.1, angefiihrt.*)

Wir verwenden eines der iiblichen Axiomensysteme der Mengenlehre, etwa
das Zermelo— Frenkelsche, einschlieBlich des Auswahlaxioms. Sobald wir auch
die Alephhypothese (verallgemeinerte Kontinuumhypothese) heranziechen, wird
dies ausdriicklich bemerkt. Hierzu sowie zum Gebrauch der Sprache der naiven
Mengenlehre sei etwa auf [1] verwiesen, desgl. fiir weitere Literatur iiber die (als
Folgerungen aus den genannten Axiomen) benutzten Séize.

1. 2 Vorbereitende Bezeichnungen

1.21 Als Supremum supu eines Systems u mit Elementen aus einer wohl-
geordneten Menge € bezeichnen wir hier nicht wie in [1] das kleinste Element s''1¢ €
mit s1"1 =y fiir alle u€u, sondern das kleinste Element sc€€ mit s=u fiir alle u¢cu.
Im einzelnen ist also entweder s dasjenige Element, das s''? vorangeht, d.h. das

* Zusatz bei der Korrektur: Durch Verlust einer Posisendung ist ein vorgesehenes den
Inhalt zusammenfassendes Vorwort weggefallen., Zur ersten Ubericht lese man (auBer dem Ab-
satz vor 2.1) aus Abschnit. 2 Sunéchst die Aussagengruppe 2.311, 2.142 mit 2.132, 2.144 und
2. 133, 2,145, ferner 2.121 mit 2.123 und dann die Aussagengruppe 2.233, 2.212, 2.215 mit
den Gegenstiicken 2.213, 2.214, 2.232. Die hierzu notwendigen Begrifiserklirungen stehen in
1.3 sowie 1.21, 1.29.
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groBte Element max u von u, wenn dieses existiert, oder aber s =51, wenn max u
nicht existiert.

Das Supremum des Systems & nennen wir sup x, =sup & =s, seine Summe

vel

2> x,= > &=3. Ferner setzen wir [I'|=C. Es gilt s=3=C.s.
vel

1.22 Es sc1 irgend eine Aquwalenzrelauon in I" vorgelegt mit der Eigenschaft,
daB aus v= stets x,=x,. folgt (v, v'€I). Es sei 'y =I'/ = die Menge der Aqui-
valenzklassen, in die I’ nach = zerfillt. Fiir jedes i € I'y kann man dann alle (einander
gleichen) x, mit v€i auch x i hennen. So erhilt man ein neues System €, = {x;}icr, -
Wir sagen kurz a.., sei aus S durch Ubergang zur Indexmenge F entstanden. Hier-
bei bleibt sup &, =s.

1.23 Ist Sirgend ein System aus %, so erhdlt man ein Beispiel fiir 1. 22, indem
man genau dann v=v" definiert, wenn X, =X, gilt (v, v'€I'). In diesem Fall kann
man analog zu 1.22 auch in S den Ubergang zur Indexmenge I', durchfiihren
und so das System §,={X;};.,, erhalten. Wir wollen (bei gegebenem S) die Be-
zeichnungen =, I'y, €, §, stets in dieser Bedeutung verwenden. Es bleibt U S, = V.

1.24 Eine weitere Aquivalenzrelation = als Beispiel fiir 1.22 erhilt man,
indem man genau dann v= v’ definiert, wenn x,=x, gilt (v, v'€r). Fiir diesen
Fall verwenden wir die Bezeichnungen I'* =I'/2 ;: @* = {x,.},+c» sowie |['*|=C",

1.25 In I'* wird eine Wohlordnung <= definiert, indem man genau dann
pt=p* setzt, wenn x,.<x,. gilt (u*, p”* €I*). Wird dabei I'* vom Typ 0, also
dhnlich zur Menge W(0) der Ordnungszahlen u<0, so bezeichnen wir jeweils
die einem u*€r™* zugeordnete Ordnungszahl mit pu. Wir schreiben dann auch
x,+=1x, und 1,(1*] =c¢,. Ist ferner Z irgend eine Untermenge von W(B). so bezeichnen
w1 dle Verelmgungsmenge aller derjemgen Aquwalenzk!aqsen 1*, deren zugeordnete
Ordnungszahlen u in Z liegen, auch mit J u*=2Z*.

neZ

1.26 Abweichend von 1.22 definieren wir noch eine Aquivalenzrelation =
in I', indem wir genau dann v= v’ setzen, wenn entweder x, und x, beide endlich
sind oder andernfallsx, =x,. gilt (v, v/ € I'). Wir schreiben I'O =I'/ = sowie || =€,
Es gilt €0 =C* =zs,

1. 27 Ist irgend eine Untermenge 7SI gegeben, so bezeichnen wir das durch
sie indizierte Teilsystem von @ mit S5, = {x,},¢r. Bildet man allgemein zu Begriffen,
die ausgehend von & definiert wurden, analoge Begriffe ausgehend von &), so
werden diese ebenfalls durch den Index (;, gekennzeichnet.

So ist etwa sy =sup &4, = sup x,; ferner ist "y, die Klasse der Mengen-

systeme S, ={X, }vGT (mit lX [-x l"ur alle véT) und o, die Michtigkeit der
Vereinigungsmenge Vi, =U S, U X\ eines solchen Mengensystems. Oder

wir kénnen z.B. im AnschluB3 an ] 26 das System @ in die Teilsysteme &, zerlegen
(rer©).

1.28 Es sei U = {¢,}, .4 eine Folge vom Typ 0 (mit an sich beliebiger Ordnungs-
zahl 0: wir bendtigen weiter unter aber gerade das 0 aus 1. 25). wobei die ¢, Elemente
irgend einer Menge €’ sind (beispielsweise, wie wires im folgenden brauchen werden,
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Michtigkeiten). Fiir jedes u<0 sei noch die Bezeichnung R(u)= W(0)N\ W(u)
eingefiihrt.

Es sei ferner & ein Funktional, das jeder Folge (von nicht gréBerem Typ als 0
und mit Elementen aus €’) ein Element einer wohlgeordneten Menge € (beispiels-
weise wieder eine Michtigkeit) zuordnet und folgende Eigenschaft hat: Bildet man
fir jedes pu<0 die Folge u" = {ey}5¢ g,y und ihren Funktionalwert f,=Fu™),
so folgt aus p<=pu’ <0 stets §, =f,. Beispielsweise (fiir Midchtigkeiten) ist das Supre-
mum ein solches Funktional, desgleichen die Summe.

Wegen der Wohlordnung von € gibt es unter diesen Voraussetzungen eine
Ordnungszahl =<0, so daB f,=f, fiir alle p€R(mx) wird. Wir nennen dann den
Wert §, das Finalfunktional f (W) der Folge . Beispielsweise fiir Folgen von Michtig-
keiten haben wir so insbesondere das Finalsupremum fsup U und die Finalsumme
fZU definiert.

1. 29 Ausgehend von € bilden wir nun I'* wie in 1. 24, sodann die zugeordnete
Menge W(0) wie in 1. 25, ferner die Folge U ={c,-x,},.o und schlieBlich deren
Finalsupremum t=fsup 2. Die zur allgemeinen Definition in 1. 28 eingefiihrten
Bezeichnungen R(u), u"” ={cy+23}4¢py und 7 behalten wir in sinngemiB ent-
sprechender Bedeutung auch fiir diesen Spezialfall des Finalsupremums der hier
genannten Folge W ={c,-x,},., bei. Fiir sie gilt iibrigens, wenn t unendlich ist,
zugleich auch t=fZX; genauer ist dann sogar supu'® =ZXu® fiir jedes u—<#0.
Dies folgt aus supu™ =ZXu'® =|R(u)|-supu™ unter Beachtung von |R(p) =
=gy =supu” (zur Bedeutung der Bezeichnungen R(u)* und s, siche
1. 25 bzw. 1.27).

1. 3 Voraussetzungen

Die Voraussetzungen iiber Systeme S, die wir hier betrachten wollen, beziehen
sich auf die Relationen der Gleichheit = und des Enthaltenseins & zwischen den X,.
In einem Fall zichen wir auch die Relation des Uberdecktwerdens (d.h. des Enthalten-
seins in einer Vereinigungsmenge) heran.

1. 31 Voraussetzungen iiber einzelne Systeme

Ein System S aus J heiBe
(1) (linear) geordnet oder Kette,
(f)  nach oben gefiltert,
(m) Menge bzw.
(t) rrivial halbgeordnet,
wenn fiir je zwei v, V€T gilt:
) X,&X, oder X, SX,.
(f) Esgibtein v'€Elr mit X, S X,-; X, .S X,
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(m) Aus v#V folgt X, =X,.
() Aus v=v folgt X, X,.

Ist S={X,},cr eine Menge, so wird in I" eine Halbordnung - definiert, indem
man genau dann v<v" setzt, wenn X, C X, gilt (v, v'€I'). Wir werden, wenn ein
System eine Menge ist, diese Halbordnung seiner Indexmenge auch ohne noch-
malige ausdriickliche Definition verwenden.

Beispielsweise ist das in 1. 23 definierte System S, eine Menge. Ein System S
heiBe wohlgeordnet (eigentlich genauer: nach eventuellem Ubergang zu kleinerer
Indexmenge wohlgeordnet), wenn S, durch die Relation < (oder also I'; durch
die Relation =) wohlgeordnet ist.

Ein System S heiBe
(w) wohlordnungsgefiltert, wenn zu jeder Untermenge 7<= I', fiir die das System

S¢r) wohlgeordnet ist, und zu jedem v'€T, das fiir alle v€ T die Eigenschaft
X, E X, hat, ein v" €I existiert mit X, X,. fiir alle vé T und mit X, S X ..

1. 32 Voraussetzungen iiber Paare von Systemen

Zwei Systeme S={X,},c;, S={X,},c, aus A heiBen
(gg) gleichheitsgleichartig,
(wh) (im weiteren Sinne) gleichartic halbgeordnet bzw.

(sh) streng gleichartig halbgeordnet

(bei Ketten kann stets die Vorsilbe .halb” entfallen), wenn fiir je zwei

v, vVer gilt:

eg) X=X, X=X, oder X,=X,, X =X,

(wh) X, CX,, £,cX, oder X, CX,, X.CX odexr X5Y,, X5%.

(Y X=X, £=%, odet X,cX,, XcX, ode X,cX, X.cX,
oder X,§X,, X3%,.

Gleichbedeutend hiermit ist:

(gg) Aus X,=X, folgt

(wh) Aus X %X, folgt

X,=X, und umgekehrt.
X,
aus. X.cX, folpt X,
X,
X,

£X, und umgekehrt;

aus X,cX, folgt

(sh) Aus X, SX, folgt

Zwei Systeme S, S aus A heiBen (iig) iiberdeckungsgleichartig, wenn fiir jede
Untermenge TS I' und fiir jedes v €T gilt:

(ig) Aus X, SV, folgt X, SV, und umgekehrt.

.—C_‘Xv-;
X
ek,

und umgekehert.
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1. 33 Beziehungen zwischen den Voraussetzungen

Zwischen diesen Voraussetzungen bestehen folgende Beziehungen:
=(w)=(f);
()=(m);
(iig) = (sh)=(wh),
(sh)=(gg).

Die umgekehrten Schliisse sind (im allgemeinen, d.h. ohne weitere Voraussetzungen
liber £) nicht richtig; wohl aber ist stets (sh)<(wh) & (gg).

Die Relationen (gg), (sh). (iig) sind Aquivalenzrelationen; die Relation (wh)
ist reflexiv und symmetrisch, aber (im allgemeinen) nicht transitiv.

Durch die Forderungen (1), (w), (f), (m), (t) werden aus # Unterklassen aus-
gesondert, die wir beziiglich %, W', #, .#, 7 nennen.

Durch die Forderung, zu einem gegebenen System S in der Relation (gg), (wh),
(sh) oder (iig) zu stehen, werden aus % (und ebenso auch aus &, W', #, .# oder 7)
jeweils weitere Unterklassen ausgesondert. Dabei zerfillt allerdings .# durch (gg)
nicht weiter; ebenso .7 nicht durch (gg), (wh) oder (sh). Ferner sind die jeweils
durch (wh) entstehenden Unterklassen (im allgemeinen) nicht simtlich disjunkt.

Hiermit sind die Unterklassen definiert, auf die sich die allgemeine Be-
schreibung 1.1 der Aufgabenstellung bezog.

Natiirlich konnte man auch .# selbst in dhnlicher Weise mit Hilfe einer
Relation zwischen Mengensystemen, ohne Verwendung des Michtigkeitensystems &,
definieren, namlich als Klasse derjenigen Mengensysteme, die zu einem gegebenen
System S (gleichindiziert und) gliedweise dquivalent sind. Bei einigen der folgenden
Sitze wird die Voraussetzung, zwei Systeme S, S seien zu derselben Klasse %
gehorig, mit Hilfe dieser Formulierung angegeben.

2. Ergebnisse

Wir stellen zunéchst die herzuleitenden Aussagen iiber v zusammen. Die trivialen
unter ihnen werden hier auch kurz mitgenannt (soweit zur vorbereitenden und
abrundenden Kliarung der Situation notwendig); die iibrigen werden dann weiter
unten bewiesen.

Trotz der relativ groBBen Zahl trivialer Aussagen und obwohl auch die Beweise der
iibrigen Aussagen nicht allzu tiefliegend sind (wie es bei der Allgemeinheit unserer
Voraussetzungen kaum anders zu erwarten war), ergibt sich zusammengenommen doch
ein interessantes Gesamtbild. Scharf getrennt werden durch die Ergebnisse die
beiden Voraussetzungsgruppen (1), (w) und (m), (t), jede in sich eng zusammengehorig,
und zwar in bemerkenswert analoger Weise. Eine eigenartige Mittelstellung nimmt
die Voraussetzung (f) ein, je nach dem System € (ndmlich je nach dem Wert von t)
schwankend zwischen genau so starken Folgerungsmoglichkeiten wie aus S¢.%
und genau so schwachen wie aus S€ £,

Was hier zur Frage der Nichttrivialitit gesagt wurde, zieht natiirlich ent-
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sprechende Bemerkungen zur Neuartigkeit der Ergebnisse nach sich: Es wird eben-
falls kaum anders zu erwarten sein, als daB einige der nachsiehenden Aussagen
schon zu Hilfszwecken in Arbeiten iiber andere Themen bereits ausgesprochen
sowie (vor allem) in anderem Zusammenhang voll- oder teilinhaltlich miterfaBt
oder impliziert wurden; jedoch die hier aufgeworfene Fragestellung und das resultie-
rende Gesamtbild (sowie sicher auch eine Reihe der Einzelaussagen und -beweise)
sind meines Wissens neu.

2.1 Aussagen iiber einzelne Systeme

2. 11 Beliebige Systeme aus "~

2.111 Trivialerweise gilt stets s=v=3.

2. 112 Die untere Schranke in 2. 111 kann stets erreicht werden, d.h.: Fiir
jedes & gibt es Systeme S aus %", und zwar genauer auch solche aus % (sogar
wohlgeordnete), mit v =s. (Beweis: 3. 123)

2. 113 Trivialerweise kann auch die obere Schranke in 2. 111 stets erreicht werden,
und zwar genauer auch durch Systeme aus .7 ; man wihle nimlich S als System
paarweise disjunkter X.

2. 12 Systeme aus F

2. 121 Fiir Systeme aus # gilt stets s =v =t. (Beweis: Die nichste Behauptung
und 3. 312.)

2. 122 Ist s endlich, so ist stets b =s. (Beweis: 3. 311.)

2. 123 Sowohl (nach 2. 112) die untere als auch fir unendliches s die obere
Schranke in 2. 121 kann stets erreicht werden. (Beweis: 3. 32.)

2.13 Systeme aus .% und %~

2. 131 Fiir Systeme aus ¥~ bleibt v ,,in der Nihe"” der unteren Schranke s:
Entweder gilt v=s oder es gibt eine Ordnungszahl ¢ mit s=8,, 0=8,,,.
(Beweis: 3. 121.)

2.132 Ob hierbei v = R,,, moglich ist, hingt von € ab. Wenn es fiir ein €
maoglich ist, dann auch mit einem System S aus .# (sogar mit einem wohlgeordneten);
die schiirfere Voraussetzung (1) (sogar die der Wohlordnung) schriinkt v also nicht
stirker ein als die Voraussetzung (w). (Beweis: 3. 125.)

2. 133 Die Alternative in 2. 131 und die Implikation in 2. 132 sind nichttrivial,
d.h. der Fall s=§,, v=¥8,,, kommt wirklich vor, und zwar fiir jede Ordnungs-
zahl o. (Beweis: 3. 131.)
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2. 14 Systeme aus .# und 7

2.141 Es gibt eine kleinste Méchtigkeit I(.#) unter allen denjenigen Michtig-
keiten, die als v fiir ein System S aus .# auftreten konnen. Ebenso gibt es eine kleinste
Michtigkeit #(7) fiir v in . (Beweis: 3. 211.)

2. 142 Ist f die Michtigkeit aus 2. 141, so gilt f=v=2!-f fiir jedes System
S aus .# bzw. aus .7 (Beweis: 3. 212). Bei Annahme der Alephhypothese besteht
somit, wenn 3 unendlich ist, fiir Systeme aus .# analoge ,,Variationsbreite” wie
fiir solche aus #7, jedoch (s. 2. 113) ,,in der Nédhe” der oberen Schranke 3 aus 2. 111.

2. 143 Trivialerweise ist stets [(.#)=1(7"). Fiir unendliches 3 folgt jedoch
bei Annahme der Alephhypothese stets I(.#)=1(7) (Beweis: 3. 223 und 3. 224),
auch 1dBt sich T dann in Abhingigkeit von & genauer angeben (siche 3. 222 und
3. 229),

2. 144 Mit 2. 143 ist (bei Annahme der Alephhypothese) als triviale Folgerung
das Analogon zu 2. 132 gezeigt: Ob der Fall v <3 (Existenz einer Ordnungszahl
g mit v =8,. 3= N,+) moglich ist, hingt von € ab. Wenn es fiir ein € maoglich
ist, dann sogar mit einem System S aus 7.

2. 145 Auch das Analogon zu 2. 133 gilt: Fiir jede Ordnungszahl ¢ kommt der
Fall o=%,, 3=8,4+, in .# wirklich vor. (Beweis: 3. 213.)

2.2 Aussagen iiber Paare von Systemen

Nun nennen wir Aussagen iiber Vergleichsméglichkeiten zwischen den Miichtig-
keiten v, d der Vereinigungsmengen V= J S, ¥ = US zweier Systeme S. S aus .%".

Einleitend bemerke man zunichst hierzu, dal — in folgendem Sinne .,im
allgemeinen™ — aus 2. 111 iiberhaupt kein Schlufl gezogen werden kann: Fiir
je zwei beliebig vorgegebene Michtigkeiten v, T gibt es ein System &, in welchem
v=1 und ® =t moglich ist. Entsprechendes gilt beziiglich 2. 121, wenn r, t unendlich
sind; d.h. p=r, 0=t ist dann durch Wahl von & auch innerhalb # erreichbar.
— Man wihle z.B., wenn r =7 gilt, [I'| =T und setze alle x,=r.

2.21 Systeme aus “und ¥~

2.211 Aus 2. 131 folgt trivialerweise: Sind S, S beide aus %", so ist entweder
v=n oder, wenn etwa D =<0p ist, D=§,, 0=2N,,, miteiner geeigneten Ordnungs-
zahl o.

2.212 Dafiir, daB stets v =0 folgt, ist bei Systemen aus #" die Voraussetzung
(sh) hinreichend, d.h. es gilt der Satz: Je zwei gliedweise dquivalente, streng gleich-
artig halbgeordnete, wohlordnungsgefilterte Systeme von Mengen haben édqui-
valente Vereinigungsmengen. (Beweis: 3. 122.) — Hervorgehoben sei der Spezialfall:
Je zwei gliedweise dquivalente, streng gleichartig geordnete Mengenketten haben
daquivalente Vereinigungsmengen.
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2.213 Fiir v =0 nicht hinreichend ist (wh), selbst nicht bei Systemen aus %:
Es gibt zwei gliedweise dquivalente, gleichartig geordnete Ketten S, S mit 6=,
=N, 4+, und zwar fiir jede Ordnungszahl . Es gibt sogar wohlgeordnete derartige
o (Beweis: 3. 132.)

2. 214 Dasselbe (bis auf den letzten Zusatz: s. 2. 215) gilt fiir (gg) statt (wh):
Es gibt zwei gliedweise dquivalente, gleichheitsgleichartige Ketten S, S mit 0 =¥,
D=N,., und zwar fiir jede Ordnungszahl o. (Beweis: 3. 133 bis 3. 135.)

2.215 Bei wohlgeordneten S, S ist aber bereits (gg) hinreichend fiir v=0
(also anders als in 2. 112, 2. 132, 2,213, wo aus der Voraussetzung der Wohl-
ordnung nicht mehr als schon aus (1) folgte). (Beweis: 3. 124.)

2.22 Systeme aus .# und 7

2.221 Aus 2. 142 folgt trivialerweise: Sind S, S beide aus .#, so gilt, wenn
elwa D=0 ist, v=0=2*.v (unter Annahme der Alephhypothese also, wenn »
unendlich ist, entweder v =0 oder v =§,, D = N8, ., mit einer geeigneten Ordnungs-
zahl o).

2.222 Trivialerweise ist weder (gg) noch (wh) noch (sh) hinreichend fiir v=p,
selbst nicht bei Systemen aus .7 : denn diese Voraussetzungen sind fiir je zwei
Systeme aus 7 erfiillt. (S. auch 3.226)

2.23 Beliebige Systeme aus 4" und Systeme aus F#

2.231 Aus 2. 221 folgt trivialerweise: Gilt (gg) fiir zwei Systeme S, § aus #",
so gilt, wenn etwa v =D ist, =0 =2°-v. Man kann nimlich aus S, § durch Uber-
gang zur gleichen Indexmenge I', zwei Mengen S, . S, erhalten.

2. 232 Fiir v =0 nicht hinreichend ist (sh), auch nicht bei Systemen aus # :
Es gibt zwei gliedweise dpuivalente, streng gleichartig halbgeordnete, nach oben
gefilterte Systeme S, S mit =¥§,, 0= &, (bei Annahme der Alephhypothese wegen
2. 231 also genau v=§8,,,), und zwar fir jede Ordnungszahl . (Beweis: 3. 33.)

_ 2.233 Bei unendlichen Vereinigungsmengen stets hinreichend fiir deren
Aquivalenz ist (lig): Haben zwei gliedweise dquivalente, iiberdeckungsgleichartige
Systeme S, S nicht beide endliche Vereinigungsmengen V, ¥, so gilt v =0. (Beweis:
3. 4.) — Fiir endliche ¥, ¥ kann ein solcher Satz nicht gelten, wie etwa das Beispiel
=2} X,=%:={1,2}, ;=0 3), X,={3 4} zeigt.

3. Beweise

3.1 Systeme aus . und ¥~
3.11 Aligemeine Bestimmung von v

3.111 Es sei S={X,},c ein System aus ¥ . Wie in 1. 23 gehen wir zur Index-
menge I, tiber. S, bleibt wohlordnungsgefiltert (und auch, falls S Kette war, Kette).
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In der Menge I'y (s. 1. 31) und damit in allen ihren Untermengen ist die Relation
< erklart.

3. 112 Sei nun D die Menge aller derjenigen Untermengen von I',, die durch
-: wohlgeordnet sind. In D wird eine Halbordnung < definiert, indem man genau
dann D< D’ setzt, wenn D Abschnitt von D’ ist (D, D’¢®). Dann kann man das
Zornsche Lemma anwenden und erhilt die Existenz eines (beziiglich <) maximalen
4€D.

Fiir die Teilsysteme €,.,, S;4 von €,, S, gilt jedenfalls sup &, =s
und U S, E V. Ferner ist S, wohlgeordnet. Wegen der Giiltigkeit von (w)
fiir S, folgte daher aus jeder der Annahmen sup @,,,<s und US,,,cCV die
Existenz eines i, €I’y mit X;c X, fiir alle i€4, im Widerspruch zur Maximalitit
von 4. Also bleibt sup S, ,,=s und US,,,=V.

3.113 Ist s endlich, so besitzt 4 ein groBBtes Element i#, und es folgt v =x,4 = s.
(Vgl. auch 3. 311.)

3. 114 Sei nun s unendlich, etwa s= 8,. Sei ferner 4 vom Typ J, ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit sei 4 selbst als die Menge W(J) aufgefaBt; weiter
sei |4| =D gesetzt. Wir beweisen D=8, ;.

Hierzu sei i* =sup 4 sowie A% =W (i*) und |4*|=D0* gesetzt; fiir jedes
i€cA* werde ferner P, =X, \X; definiert. Wihlt man sodann fiir X; und alle
P; (i€ 4#*) je eine Wohlordnung, so ergibt sich fiir jedes X; (i € 4) eine Wohlordnung.
Wird hierbei X; vom Typ &, so ist ¥ = [&;};c, eine wachsende Folge vom Typ 4,
fir deren Supremum, die Ordnungszahl  =sup ¥, daher d =y +1 gilt. Wire
nun 8,,; <D0, so folgte w,,, +1<4, also w,,; =y und hieraus die Existenz eines
ip€4 mit w,,, =&, im Widerspruch zu x;,, =s=R,.

3.115 Um nun zur Bestimmung von » zu kommen, setzen wir noch |P;| =p;
(i€4*) und bezeichnen das Supremum des Systems B ={p;};c,# mit p=sup P,
seine Summe mit q= 2P,

Dann gilt p=s=v und v=3%,+q. Aus der letzten Gleichung folgt einerseits
v =X, +D-p, andererseits v =1+d* =Dd. Nun unterscheiden wir zwei Fille:

3. 116 Im Falle b =s erhalten wir v =5 +s2 =g, also v=s.

3.117 Im Falle s <d erhalten wir v =s+0-s=D, also v=D.

3. 12 Folgerungen aus 3. 11

3.121 Aus 3.113, 3. 114, 3. 116, 3. 117 folgt 2. 131.

3.122 Aus 3. 11, sogar ohne Verwendung von 3. 114, 1Bt sich sogleich 2. 212
herleiten: Wegen der Voraussetzung (sh) ergibt sich in 3. 111 fiir S und § dasselbe
r,.und in 3. 112 kann fiir S, § dasselbe 4 genommen werden. Also verliuft die
Fallunterscheidung 3. 113, 3. 116, 3. 117 fiir S und S gleichlautend, woraus =35
folgt.
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3. 123 Zum Beweis von 2. 112 wihle man S so, daB fiir je zwei v, v/ €I aus
x,=x, stets X,=X, folgt, aus x, =x, dagegen X,cX,. Dann wird (S und) S,
wohlgeordnet, in 3. 112 kann also 4=TI,, d.h. S;,,=S5;, genommen werden,
und hierbei ist iliberdies I'; =TI'*, also b=, =C€* =s. Daher scheidet Fall 3. 117
aus; somit ist v=s.,

3. 124 Ahnlich (ebenfalls ohne Verwendung von 3. 114) folgt 2. 215: Wegen
(gg) ergibt sich fiir S und § dasselbe I'; (nur mit moglicherweise verschieden definierter
Relation =, einmal entsprechend zu < in S, das andere Mal in §). Nach Voraus-
setzung sind S;, S, (durch die jeweils in ihnen geltende Relation <) wohlgeordnet,
also kann fiir beide 4 =I"; genommen werden, so daB fiir sie wieder 3. 113, 3. 116,
3. 117 gleichlautend verlduft.

3.125 Wir kommen zum Beweis von 2. 132. Voraussetzungsgemill sei ein
System S aus %" mit v = R, gegeben; gesucht ist eine zu § gliedweise dquivalente,
wohlgeordnete Kette S mit 0=R,.,.

Aus S bilden wir S, und S, wie in 3. 111, 3. 112.

Ferner definieren wir eine Aquivalenzrelation O in I', indem wir genau dann
v v setzen (v, v €T), wenn einer der folgenden Fille vorliegt:

(a) Es gibt ein fvEA mit \-Ei'und v’ef:

(b) Fiiralle ic4 gilt véi; es gilt v’-g}o, wobei fo das minimale Element der Menge
aller derjenigen i€ 4 ist, fiir die x; =x, gilt.

(¢) Wie (b), nur mit Vertauschung von v und V",
(d) Fiir alleic4 gilt vdi und v'¢i; es ist x,=x,.

Die Reflexivitit und Symmetrie von O sind klar; die Transitivitit kann man
zeigen, indem man v, 2v, und v, 0 vy annimmt und fiir v, v,, v; je die beiden
Fille diskutiert, ob v;¢ fiir alle i€ 4 gilt oder nicht (j=1, 2, 3).

Nach 1. 22 kann man durch Ubergang zur Indexmenge I'® =1/ C_das System
€U = {x, },cr0 bilden.

Wir wollen ein kK €'Y zu A passend nennen, wenn ein i€ A existiert, so daB fiir
ein (und folglich fiir jedes) vEiauch vek gilt. Dieses i ist durch & eindeutig bestimmt ;

wir nennen k auch zu i passend.

Nun wird in I'C eine Ordnungsrelation, sogar eine Wohlordnung, = c}eﬁniert,
indem man genau dann k 2k’ setzt (k, k" €I'Y), wenn entweder k, k" zu i, i’ (€ 4)
passend sind und i <i’ gilt oder aber k, k” nicht beide zu 4 passend sind und x, <x;.
gilt. Die Wohlordnungseigenschaft dieser Relation 2 ergibt sich daraus, daB einer-
seits 4 wohlgeordnet ist und andererseits fiir je zwei verschiedene k, k"€, die
nicht beide zu 4 passend sind, x, #x,. gilt.

Nunmehr folgt, daB man eine wohlgeordnete Kette §, = {£,},.,0 (mit |£,|=x,
fiir alle Kk €I'®) bilden kann, in welcher stets, wenn eink (€I'Z) zu einem i(€4)
passend ist, X, = X7 gilt, und in welcher aus k 2k’ stets X, c X,. folgt (k, k" €I'D).

SchlieBlich bilden wir §={X,},¢,, indem wir fiir vk stets X, =X, definieren
(k€TI'D). Die Bezeichnung S, fiir das System {X,}c,0 ist damit im Sinne von
123 erfolgt.
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Hiernach (und wegen 3. 112) geniigt es, S, = U S,,, zu beweisen. Das folgt
aber daraus, daB wegen sup €, 4, =s zu jedem k € I'D, das nicht zu 4 passend ist,
ein zu 4 passendes k" mit x, <x,., also k £ k’, existiert.

3. 13 Spezielle Systeme

3. 131 Zum Beweis von 2. 133 sei eine Ordnungszahl ¢ gegeben. Dann wiihlen
wir I'= W(w, )\ W(w,), und fiir jedes veTI definieren wir X, = W(v).

Es wird, wie behauptet, (|X,|=8, fir alle ver, also) s=\§,, ferner wird
=N, und schlieBlich ist S={X,},c, auch wohlgeordnet.

3.132 Zum Beweis von 2. 213 wihlen wir dasselbe I' und S wie eben, und
fiir jedes v€TI definieren wir X, = W(w,).

Die Behauptungen, daB S={X ) ., wohlgeordnet ist, daB s=v=y, gilt.
sowie die Behauptung (wh) fiir S, S sind trivialerweise erfiillt.

3.133 Zum Beweis von 2. 214 wiihlen wir wieder dasselbe I' und S wie eben,
aber §={X,} ., definieren wir jetzt folgendermaBen:

Es sei ¢ die kleinste Ordnungszahl mit 83> R,: es sei etwa R}¢=§,. Da in
2. 214 nur eine Existenzbehauptung vorliegt, brauchen wir ¢ und ¢ nicht genauer
zu bestimmen und kommen folglich ohne Alephhypothese aus. Jedenfalls ist p =0 < ¢.

Weiter sei H die Menge aller Folgen 7= {,},.,,, vom Typ w,, und H sei die
Menge aller Folgen /h={#,),.;. deren Typ I kleiner als w, ist, wobei die n,, f,
in jedem Fall aus der Menge W(w,) zu nehmen sind und die Folgen {0} (d.h. 5, =0 bzw.
=0 fiir alle t <, bzw. t <I) ausgeschlossen werden. Es ist |H|=g, und |H|=
= 2 Re=8y' R, =R,

I<we = 2

Ferner konnen wir A in H einbetten, d.h. wir konnen jede Folge he A als

spezielle Folge he H auffassen, indem wir ndmlich 5, =4#, fiir alle ¢ <7 sowie zu-
satzlich n, =0 fiir alle ¢ mit /=t <), definieren.
SchlieBlich bezeichne - die lexikographische Ordnung von H.

3.134 Dann gilt zunichst: Zu je zwei Folgen h={n,},<0,. "' ={n }i<0, aus
H mit h<h’ gibt es eine Folge he A mit h<h<W'.

Ist nimlich ¢, die kleinste Ordnungszahl mit n,, #n,,, so ist n,,<n,,, und man
setze I=15+2 sowie

ﬁaqu‘:q: ([‘:"0); ﬁro:qm; ﬁlo+l :’?lo+l+l°

3.135 Wegen |H|=R,.,; konnen wir nun eine eineindeutige Abbildung f von
I' in H wihlen, und dann definieren wir: Fiir jedes verl sei X, die Menge aller
Folgen heH mit h<f(v).

Ist etwa f(v)=h={1,},<w,» und ist ¢; die kleinste Ordnungszahl mit n,, =0,
so enthilt X, einerseits die Menge aller 2= {#,},., ., mit ,=0, fiir i=/, und diese
Menge, dquivalent zur Menge W(w,) aller Ordnungszahlen 4, ,, <®,, hat die
Michtigkeit ®,. Andererseits ist X, SV S A, so daB die Behauptungen |X,|=§,
(ver) und b=y, gezeigt sind.

Die Behauptungen (1) fiir § und (gg) fiir S, S schlieBlich ergeben sich aus folgen-
der Feststellung, die man ihrerseits aus 3. 134 erhdlt: Ist v=v", also f(v)=f(V).
und ist dabei etwa f(v)<f(v), so gilt X,cX,.
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3.2 Systeme aus .# und 7

3. 21 Existenz von [ und Abschiitzung fiir v

3.211 Die Behauptungen in 2. 141 erscheinen durchaus einleuchtend; eine
Darstellung ihres Beweises sollte hochstens insofern angebracht sein, als man sich
zu iiberzeugen hat, daB die Entscheidung, ob eine Michtigkeit m als v (eines Systems
aus .# bzw. 7) auftreten kann, nicht etwa die Betrachtung ,.aller”” Elemente einer
Klasse ohne Mengencharakter (z.B. ,,aller” Systeme aus .# bzw. 7) erfordert.

Wir fiithren die Beweise der Existenz von f(.#) und (7)) gleichzeitig, wobei
durch ¥(): gekennzeichnete Zusdtze nur zu dem auf ¥(7) beziiglichen Beweis
gehoren.

Zunichst kann nach 2. 113 jedenfalls 3 als ein v auftreten. Zu zeigen ist somit
vor allem: Fiir die Menge J3 aller Michtigkeiten m = 3 existiert diejenige Funktion
p: 3—+{0,1}, die einer Michtigkeit m genau dann den Wert p(m)=1 zuordnet,
wenn m als v auftreten kann.

Hierzu sei m eine Menge mit [m|=m; ferner sei M die Potenzmenge von m:
schlieBlich sei M die Potenzmenge von M. Sodann sei M die Untermenge aller
NEM mit UN=m und N~T. Zu jedem N sei Gy die Menge aller eineindeutigen
Abbildungen von I' auf N. Dann existiert die Funktion ¢:9 —{0, 1}, die einem
NeM genau dann den Wert g(N)=0 zuordnet, wenn :{ ein Paar n;,n, €N mit
n, Cn, existiert oder anderfalls ) fiir jedes g€ Gy ein vEl mit [g(v)| =x, existiert.

Wird nun m durch eine eincindeutige Abbildung / auf eine Menge m” abge-
bildet, so induziert / eine eineindeutige, beziiglich <, U und ~ relationstreue
Abbildung L von M auf die Potenzmenge M’ von m’; man definiere fiir n € M namlich
L(n) als Wertmenge von /n. Ebenso induziert L eine eineindeutige Abbildung ¢
von M auf die Potenzmenge M” von M’. Die Wertmenge N’ von £/9N wird dann
die Menge aller (8(N)=) NeM mit UN" =m’ und N'~T. Wir betrachten
zu jedem N<N wieder die Menge Ggy, aller eineindeutigen Abbildungen von I’
auf 2(N). Es ergibt sich eine eineindeutige Abbildung A von Gy auf Ggy, wenn
man fiir jedes g€ Gy das Bild A(g), seinerseits eine Abbildung von I' auf £(N),
durch die Festsetzung (A(g))(v)=L(g(v)) (veI) definiert. Die Funktion ¢": N —
{0, 1}, die durch ¢'(2(N))=q(N) (NeN) definiert wird, hat somit wieder die
Eigenschaft, genau dann ¢’(N’)=0 zu ergeben, wenn }{ ein Paar nj, n3 €N’ mit
nyCny existiert oder andernfalls )i fiir jedes g’€Gy. ein vEl mit |g'(v)|#x,
existiert.

Die gesuchte Funktion p kann folglich eindeutig (ndmlich unabhdngig von
der im folgenden zunichst formal auftretenden Wahl von m) so definiert werden,
daB man genau dann p(m)=0 setzt, wenn nach Wahl einer Menge m mit |m|=m
und nach Bildung von M, MM, N sich fiir alle NN der Wert g(N) =0 ergibt.

Steht nunmehr p zur Verfiigung, so ist T die kleinste Michtigkeit me 3 mit
pm)=1.

3.212 Beweis von 2. 142: Es sei S ein beliebiges System aus .# bzw. 7. Nach
Definition von  ist einerseits f =v, andererseits gibt es auch ein System S aus .#
bzw. 7 mit © =1. Nach 2. 111 folgt hieraus zunichst s =t; sodann aber ist § eine
Teilmenge der Potenzmenge von V7, also gilt € =2'. Daher erhalten wir v=3=C.s=
=21
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3.213 Ahnlich zieht man die Potenzmenge zum Beweis von 2. 145 heran:

Man wihle bei gegebenem ¢ eine Menge V' mit |V| =R, und dann S={X,} .
als Menge von Untermengen X, S V, wobeiman I' mit €=|I'| = §,,, wihlt (dies
ist moglich, da die Potenzmenge von V die Michtigkeit 2% =, ., hat). Dabei
kann man auch U S=V erreichen, z.B. indem man X, =V (fiir ein vy€l") wihlt.
Auch wird, wie behauptet, 3=8,,,, was man aus €=3=C-.s ersicht.

3. 22 Bestimmung von [

3. 221 Der in 2. 143 ausgeschlossene Fall eines endlichen 3 tritt genau dann
ein, wenn € und alle ¥, (v€I') endlich sind. In diesem Fall sind auch I(.#) und
f(7") endlich, und es kann I(.#) < {(.7) sein. Beispielsweise fiir ' = {1, 2}, x; =1, x, =2
ist f(.#)=2 und #(.7)=3.

3. 222 Fiir unendliches 3 behaupten wir nun, daBl {(.#)=1(7) die folgender-
malBen definierte Maichtigkeit T sei:

(a) Ist € unendlich und sind alle x, (ve€I') endlich, so ist f =C.

(b) Sind alle ¥, (v€I') dieselbe unendliche Michtigkeit x, so ist f die kleinste
Maichtigkeit mit x=f und €=t

(c) Bei beliebigem System & (mit unendlichem 3) sind nach 3. 221 und 3. 222
(a), (b) die einzelnen f,, (réI'") bestimmt (zur Bezeichnungsweise s. 1. 26): sie
bilden das System j={I, },c,0. Dann ist f=supi.

3.223 Als ersten Teil des Beweises von 3. 222 zeigt man f = v fiir jedes S aus .#:

(a). (b): S ist eine Teilmenge der Menge Q aller derjenigen Untermengen von V,
die (im Fall (a):) endlich sind bzw. (im Fall (b):) die Michtigkeit x haben. Im Fall
(a) folgt hieraus €=|Q|=v: im Fall (b) folgt x=v und €= |Q|=v*. In beiden
Fillen besagt dies I=v.

(c): Fiir jedes reI' ist S, ein System aus .#,,. Nach 3. 221 und dem zu (a), (b)
Gezeigten ist also 1, = v, =0 fiir alle r¢I'V, woraus die Behauptung folgt.

3.224 Als zweiten Teil des Beweises von 3. 222 zeigt man. daB ein System
S={X,),er aus J mit v =1 existiert:

(a) Sei eine abzihlbar unendliche Menge C = {c,. ¢,, ...} disjunkt von I' gewihlt.
Fiir jedes verl werde X,={c,, ..., ¢,, -1, v} gesetzt.

Dann wird X, =x, (vel), fir vy ferner v¢ X, und v’ 4 X,; also gehort
S zu 7, und wegen T S VS CUT wird auch v =(,

(b) Hier unterscheiden wir folgende Unterfille:

(D C=+"

Die in 3. 222 (b) definierte Michtigkeit ist f=x: wir haben also ein S mit
v=2x zu bilden.

Hierzu wihlen wir zwei disjunkte Mengen C, K mit |C|=|K|=x und eine
eineindeutige Abbildung w von C auf K. Diese induziert (wie in 3. 211 beschrieben)
eine eineindeutige Abbildung ¥ der Potenzmenge von C auf die Potenzmenge
von K. :

Die Menge aller derjenigen Untermengen von C, die die Mickhtigkeit x haben,



, aus J,, mit V,,=4,.

}oer gehort dann zu 7. Fiir jedes rel' gilt
lgt s=1, nach 1. 25 also weiter € ={. Somit
n mit 3. 223 also v =1.

ger Verwendung der Alephhypothese liBt
Miichtigkeit T auch genauer angeben:

’)(I)), so ist f=x=§, ohne Alephhypothese.
cf (y)=o <y (was natiirlich nur fiir singulire

1)), so ist f=§,.

Rg=N,+1, x<cf(y) oder €=§; B Limes-
R Rg.

(I) mit €= §, ., nennen wir noch: Fiir jede
3, fiir das T={, und 3= R, ist, zu welchem
=8,, D=8, existieren. (Diese Aussage folgt
sicht man hier, daBB sie ohne Alephhypothese















